Polymorphisme en \-calcul

Le A-calcul typé avec polymorphisme s’appelle System-F

Ceceur des langages OCaml/Haskell (en théorie et en pratique)

(types) T = Int | 71 =10 |t | Vi.T

(exps) e ::

clx | dx:T—e | ere | At —e | e|T]

La fonction identité est en fait traduite comme suit:
id :: Va.a — «
id = Aa— \x —
réponse = id|Int| 42

Inventé en 1972/1974 par Girard/Reynolds
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Semantique statique de System-F

'e:7kFx:7

F|_6127'1%7'2 F|_6227'1

I'Fejey:m

F,CBI7'1|_627'2
I'FXe:mqy —we:m — 1

I'Fe:T ['Fe:Vtm
I'EAt —e:Vir ' elms] : 7|1 /1]
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Isomorphisme de Curry-Howard

Intime connection entre logique et langages de programmation

I'Fey:m — m ['Feo:m P =P P
VS

F|—616217'2 P2

La regle de typage de I'application correspond au modus ponens
La [3-réduction correspond au cut-elimination

Type = Proposition; Programme = Preuve

I'Fe: Vit . Vo.P
v

' e|m] : mo|m /1] Ple/x]

Il nexiste pas de fonction de type Vi1, t9.t1 — 9
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System-F comme logique

(ANB)= A

(AANB)=C)<s (A= (B=(0))

A= (=(=4))
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Curry-style System-F

(types) T = Int | 71 =10 |t | Vi.T

(exps) e x=c | x| Az —e | ees
Systeme indécidable!

I'z:my Fe:m
F")\CE—>627'1%7'2

| I R ol il A

F|_61:7'1%7'2 F|_6227'1

['Fejies:m

I'Fe:T I'Fe:Vtn
['Fe:Vir ['Fe: |/t
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Terminaison

iSTLC et System-F sont fortement normalisant!
—> tous les programmes terminent!

—> Le combinateur Y ne peut pas étre défini

Pas forcément désirable pour un langage de programmation

Important pour une logique:

Explosion = Vo«

boom = Aa..boom|al]

Lauto-application est cependant possible: id:Voc.oz — a] id
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Encodage impredicatif de Church

Churchnumerals: z=Afx —x sn=Afx— f(nfx)
System-F type: Nat = Va.(a — a) — a — «

Se généralize a presque n'importe quel type algébrique:

Unit = Va.a = «

Bool = Va.aa -+ a = «

Void = Va.o

Box t = Va.(t - a) = «

Pairti ta = Va.(t1 — t2 — a) = «
Maybet = Va.(t - a) > a — «

Eithert1 ta = Va.(t1 — a) — (t2 — a) = «
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Encodage imprédicatif de Church (simple)

5% type Bool = true | false

Bool = Va. o - a — «;

true = Aa = \t:a = de:aa — t;

false = Aa — At:aa — de:a — e;

if ct e = c¢c t ey

%% type Pair ti tgo = palr ti to

Pair t1 te = Va. (t1 — ts — a) — «;

pair = At; — Ax:t1 — At — Ay:ts —
Aa — Mf:(t1—>te—a) — £ x v;

fst x = x[t1] (Ax:t1 — Ay:te — X);

snd X = x[ta] (Ax:t1 — Ay:te — v);
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nil

COons

€*DIRO

Ao — Ix:a = If: (a—=a) — £

AB —

Aa — Ix:a = Af: (B—a—a)
AB — Ah:8 — At:List f —
Aa — Ix:a = Af: (B—a—a)

3% type Nat = zero | succ Nat

Nat = Va. a - (o - o) — «;

zero = Aa — Ix:a — I\f: (a—a) — x;
succ = An:Nat —

Encodage imprédicatif de Church (inductif)

(nfa] x £);

$% type List 8 = nil | cons B (List )
List 0 = Va. a - (8 = o > a) — «;

— X;

— T h
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Types inductifs

I'encodage de Church ne fonctionne pas pour les types non-inductifs

%% type U = ubase | ucons (U — U)
Vao. o - ((a —» a) — o) — o
ubase = Aa = \x:a — M\f: ((a—=a) —a) — x;
ucons = Ap:U—U —
Aa — Ix:a — M: ((a—a)—a) — £ 2:72;

-
I

La premiére occurrence récursive de U est négative!

C’est aussi une condition nécessaire pour la terminaison:

f u = case u | ubase = u

| ucons f’ = £’ u;

infloop = £ (ucons f);
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Des fonctions dans les types

System F nous permet de définir List [ mais pas juste List

E.g. dans cons:

cons = A — Ah:8 — At:List f —
Ao — Ix:a0 & Af: (B—a—a) — £ h (t[a] x f)

Il faut en réalité écrire:

cons = A — Ah:8 — M\t: (Va.a— (b—a—a) —a) —
Ao — Ix:a & Af: (—a—a) — £ h (t[a] x f)

List [ esten fait un “appel de fonction”
e 1.1st estune fonction qui renvoie un type

e (3 est son argument (lui méme un type)
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System-F

System-F_, est une extension des types de System-F

Cceur des langages OCaml/Haskell (en théorie et en pratique)
To=Int | M=o |t |ViT|M—=>T7|71 7
Certains types n‘ont pas de sens, e.g. Int Int
L1st adusens, mais n'est pas un proper type
e Une valeur peut avoir type List [ mais pas juste List

Besoin de classifier les differentes sortes de types
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Kinds: types de types

Les types classifient les valeurs

Les kinds classifient les types

(kinds) Kk 1= Type | K1 — Ko
(types) T = Int | 74 =71 |t | VERT | AME = T| T T
Et ainsi:
Int : Type

List : Type — Type
Type est le kind des proper types

Les types de System-F_, forment une sorte de STLC!
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Notations alternatives

Notation “traditionnelle’: List i % — %
e * (ou parfois w) pour le kind des proper types
® . pourle kind d'untype: 7 :: K

On peut aussi éliminer la syntaxe spéciale 71 — To:

(=) @ % = % — %

T1 — To = (%) T1 T2
On presque faire de méme pour Vit : k.7 (avec HOAS):

Vi:k.T = A1l (Mt:k — T)
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Regles de typage de System-F,

(kindctxs) A 1= e | A t:k

AT'kFer:m1—17 A TkFey:n
A T'Fepes:m

AN B ol ol B o

AFT1:Type A lx:mmbe:n
A T'FAe:mp e — 1

A t:r;I'Fe:T
A T'FAt:k — e VEkT

A;I'Fe:Vi:ken AFT:ik AsT'Fe:mnn i~
AT elrs] @ 1|1 /1] A:T'Fe:m
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Changements importants

Nouveaux jugements:
e Lejugement principal [' e : 7 estdevenu A;I'Fe : 7
e Nouveau jugement A - 7 : k qui vérifie le kind d’un type
e Nouveau jugement 71 =~ 7o qui défini I'égalité des types

Nouvelle regle non-syntaxique: la regle de conversion
e Nécessaire pour que Int = (At:Type — t) Int

En fait, il faut aussi vérifier que 1" est valide!

e Nouveau jugement A - I' qui vérifie les types de I’
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Regles de kinding de System-F,

AT  AF71:Type

AFe AFL x:1
At) =k AFTi:8 =Ko AFTo:kK
AFt:k AF T T Ko
Atk FT: Ko
AFA:KL — T:KL — Ko AF Int: Type
AFT1:Type AFT1:Type A t:kbT:Type
AFT — 19 Type AFVt:k.T:Type
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Regles de conversion de System-F,

T~ T T~ 7! (Mt:k — T1)To >~ T1[T2 /1]

/ /

T ™~ T} To ™ T4 T~ T
T To ™~ T] T Mk —>T~)MNM:K— T
T~ T T ™~ T} To ™ T}
Vt:k.T ~Vt:k.T' TN — To ™~ T — To

Similaire & e ~ €', sauf: symétrique et autorise la réduction sous le \

, , o TL~* T Tt TS T =T
Implementé par normalisation:
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Pleins de )\ partout

System-F, inclut 3 sortes de A:
e \r:7 — e: fonctions de valeurs a valeurs
e \t:x — T: fonctions de types a types
e At:x — e: fonctions de types a valeurs

Chacun vient avec une regle de typage un peu différente
Chacun vient avec une application
Chacun vient avec son type (pas toujours exactement le méme)

ill serait bon d'unifier tout c¢al
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Unifier les )\

Syntaxe: remplacer At:x — epar A\t:xk — eete|T|pare T

Types: remplacer Vt: k.7 par (t:k) — T (aka [Tt : k.7)
et décréter que 71 — Ty est un abbréviationde (z:77) — T

Regles?
ATkFey:(xim) > 1 AjTFey:n

A T'Fepes:m

ATke:(t:k) 11 AbFm:k
AT Fery: |/t

Al_Tli(tllil)%/ig A|_7'22/<31
At T 10 Ko
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Pure Type Systems (PTS)

Une seule catégorie syntaxique partagée pour les valeurs, types, ...:
(exps) e, T == clx|Ax:T = el|lerex| (i) = T
Les sortes classifient les expressions: valeurs, types, ...
Un PTS est défini par un triplet (S, A, R):
e S: ensemble des sortes, e.g. {*, 1} x=valeurs, []=types
o A:axiomes,e.g. {*: ], Int : x,0: Int,...}

e R: régles de construction des A
(s1, S2, S3) signifie un A qui va de s1 a so et vit dans s3

System-F, = ({*7 D}7 {* : D}v {(*7 *, *)7 (Dv *, *)7 (D7 L], D)})
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Regles de typage des PTS

Ale) =71 Nx)=1
I'Fe:T I'Fax:7

embFe:mn T'HE(xim) > m:s
I'FAeim —e:(x:im) = 7

'Fei:(x:m) o1 T'kFex:m
'+ €1 €2 ¢ 7'2[62/33]

I'F7isy Daoim Bratss (s1,82,583) € R
' (x:11) = 721 53

I'Fe:mn T1 ™~ To
I'Fe:m
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Regles moins “sloppy” des PTS

- T I'F7:s
- o A

Alc) =7 FI' I'k7:s T'kFe:mm I'kF7i:s
obc:T | VR ol e oimiEe:m

I'Fe:mn I'F7:s T1 ™~ To
I'Fe:m

S’assurer que si on peut prouver ' - e : 7, alors on a aussi:

e T=sVIF7:s:pourexclure '3 : (Ax:5— Int)[]

e  I':exclure parexemplee, v:3+ x:3
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System-F, comme PTS

System-F,, = ({*, 0}, { : OO}, {(x, %, %), (O, %, %), (O, 0,0) })
La syntaxe des PTS permet plus de liberté:
e Une variable “normale” pourrait apparaitre dans un type
e Une fonction “normale” pourrait avoir un type (x:7) — ...T...
e Une fonction “de type” pourrait avoir un type (t: k) — ...t...
A la place, les régles de typage les empéchent:
o ['Fu: xAI'F7: :UO=uad&fv(r)
e ['Ft: OAT'Fr:O=t¢g fv(k)
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Verification de types decidable

La vérification des types en System-F, est décidable
Dépend de la terminaison de la normalisation des types
Langage des types = STLC, qui est strongly normalizing!
Propriété moins importante qu'’il n’y parait:

e |a vérification des types de C++ n’est pas décidable!

e La vérification des types de SML est décicable mais:
prend des siecles pour certains programmes de taille raisonnable
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