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Sommaire

Dans cette these, nous nous intéressons au développement de nouveaux générateurs
de nombres pseudo-aléatoires qui utilisent une récurrence linéaire dans un corps fini
de caractéristique 2. Nous utilisons aussi ces récurrences pour définir de nouveaux

ensembles de points qui peuvent étre utilisés par les méthodes quasi-Monte Carlo.

Tout d’abord, nous définissons les criteres avec lesquels nous choisissons les pa-
rametres de nos générateurs. Parmi ces criteres, on retrouve ’équidistribution et la
distance minimale entre deux points d’un ensemble P, de n points dans [0, 1)’. Pour
ce dernier, nous développons un nouvel algorithme qui permet de trouver la distance

minimale entre deux points de P, en temps moyen O(n).

Ensuite, nous définissons de nouveaux générateurs qui utilisent une récurrence
linéaire dans Fouw, le corps fini avec 2% éléments. Ces récurrences sont aussi utilisées
pour définir de nouveaux ensembles de points qui peuvent étre utilisés dans des ap-
plications quasi-Monte Carlo. La grande majorité des projections en deux dimensions
des nouveaux ensembles de points construits avec ces récurrences ont la propriété

d’étre parfaites par rapport a I’équidistribution.

Nous développons également une autre famille de générateurs, les générateurs
WELL, qui possedent d’excellentes propriétés. En effet, I’équidistribution est presque
parfaite pour plusieurs générateurs et le nombre de coefficients non nuls du polynoéme

caractéristique est pres de k/2 ou k est son degré. La vitesse d’exécution de ces



iv
nouveaux générateurs est comparable aux plus rapides des générateurs disponibles.

Nous concluons cette these en analysant une famille de générateurs proposée par G.
Marsaglia [60]. Nous effectuons une analyse théorique de ces générateurs et cherchons
les meilleurs du point de vue de I’équidistribution. Malgré que ces générateurs ont,
en général, une bonne équidistribution, la récurrence est trop simple pour produire
de bons générateurs comme le démontrent leurs nombreuses faiblesses aux différents

tests statistiques que nous leurs avons fait passer.

Mots-clés : Générateurs de nombres aléatoires, récurrence linéaire, Monte Carlo,
quasi-Monte Carlo, simulation, ensembles de points uniformes, équidistribution, réseau

polynomial, uniformité.



Summary

In this thesis, we are interested in the development of new random number gene-
rators (RNG) that use a linear recurrence in a finite field of characteristic 2. We also

use these recurrences to define new point sets for quasi-Monte Carlo applications.

We first define the criteria used to choose the parameters of our generators. Among
them, we find the equidistribution and the minimal distance between two points from
a point set. For this last criterion, we developed a new algorithm that computes the

minimal distance in average time O(n) where n is the cardinality of the point set.

We then define new RNGs that use a linear recurrence in Fow, the finite field with
2" elements. With these generators, we also define new point sets for quasi-Monte
Carlo applications. The vast majority of the two-dimensional projections of these new

point sets have a perfect equidistribution.

Also, we define a new family of generators known as WELL RNGs. The equidis-
tribution of these generators is almost perfect and the number of non zero coefficients
in the characteristic polynomial is close to k/2 where k is its degree. The speed of

these generators is comparable to other fast generators.

We conclude this thesis by analyzing a family of generators proposed by Marsa-
glia [60], known as “xorshift generators”. We analyze their theoretical properties and

look for the best generators. Even though they have, in general, good equidistribution
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properties, the recurrence they use is too simple to produce good generators. We show

this by testing many generators empirically.

Keywords : Random number generators, linear recurrence, Monte Carlo, quasi-
Monte Carlo, simulation, uniform point sets, equidistribution, polynomial lattice,

uniformity.
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a  Vecteur a.
a® L’élément numéro ¢ de a. Les éléments sont numérotés de gauche a droite
en partant de 0.
k  Degré du polynome caractéristique du générateur.
Espace des états du générateur.
U  Espace des sorties du générateur.
x, Etat du générateur a la n-ieme itération.
Zy, Résultat de la multiplication de x,, par B a la n-iéeme itération.
v,  Vecteur de sortie du générateur a la n-ieme itération.
u,  Sortie du générateur a la n-ieme itération comprise dans l'intervalle [0, 1).
X Matrice de transition du générateur.
Y  Matrice multipliant z,, pour obtenir y,,.
Matrice représentant une transformation linéaire appliquée au vecteur
d’état. Multiplie x,, pour obtenir z,.

L Résolution de la sortie du générateur.



trunc, (x)

xx1

Transposée du vecteur a.

Transposée de la matrice B.

Inverse de la matrice B.

Plus grand commun diviseur de a et b.

Plus petit commun multiple de a et b.
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Ensemble des polynomes ayant des coefficients dans F.
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Matrice L X k ne contenant que les L premieres lignes de Ij.
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Décalage de j bits vers la droite du vecteur a.

Plus grand entier inférieur ou égal a x.
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bits de x.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Comment imiter le hasard

Lors de simulation de systemes stochastiques sur ordinateur, il est essentiel de
disposer d'une source de hasard. Celle-ci consiste en une suite de valeurs {u;};>o qui
imite une suite de variables aléatoires uniformes indépendantes dans l'intervalle [0,1).
Souvent, on utilise des algorithmes déterministes afin de produire de telles suites. Les
principales propriétés désirées qui permettent de choisir les méthodes a utiliser sont

expliquées dans [34]. Voici un résumé de celles-ci :

1. Bonnes propriétés statistiques : on désire obtenir une séquence de nombres

{u;}i>0 qui passe avec succes la plupart des tests statistiques raisonnables.

2. Longue période : supposons que 1'on ait besoin de N valeurs aléatoires pour une
simulation, alors il faut que la période (le nombre de valeurs produites avant
que la séquence ne se répete) des valeurs produites soit beaucoup plus grande

que N.

3. Efficacité : le temps nécessaire pour produire les valeurs doit étre petit par

rapport au temps de la simulation. Ce facteur devient important dans des si-



mulations qui prennent plusieurs jours d’exécution.

4. Répétabilité : I'utilisateur doit étre capable de reproduire la méme séquence de
nombres facilement. Ceci est important pour la vérification des programmes et
certaines techniques de réduction de variance.

5. Facilité d’implantation et séparabilité : I'implantation du générateur doit pou-
voir étre exécutée sur tous les types d’ordinateurs standards. Egalement, il doit
étre possible de « sauter » d’une valeur u,, a une autre u,_, facilement, méme
quand s est grand. De cette maniere, on peut utiliser plusieurs sous-séquences de
la séquence {u,}n>o et considérer chaque sous-séquence comme un générateur
indépendant (ceci exige que la période de la séquence {u, },>o soit assez grande

pour le permettre).

Au critere 1, un test statistique raisonnable est un test qui peut étre effectué
dans un temps raisonnable. Par exemple, s’il faut 200 ans avant de trouver un défaut
sur un générateur a 'aide d’un test statistique, alors on peut dire que le test n’est
pas raisonnable. Il existe plusieurs batteries de tests qui peuvent étre utilisées dont

DIEHARD et TestUO01 [31, 19, 29, 61].

Il existe deux types de méthodes permettant de reproduire le hasard et qui
tentent de répondre a ces criteres. Il y a les méthodes physiques et les méthodes

mathématiques.

Les méthodes physiques produisent des valeurs « vraiment aléatoires ». Par exem-
ple, on pourrait utiliser une piece de monnaie et enregistrer les résultats des tirages
successifs de celle-ci. On obtiendrait alors une suite binaire aléatoire. D’autres métho-
des peuvent étre utilisées et les résultats observés seraient aléatoires dans le sens que

ceux-ci suivent une distribution de probabilité qui est propre a I'expérience choisie.

Ces méthodes ont plusieurs désavantages qui les rendent inintéressantes pour la
simulation. Le critere 3, 'efficacité, est difficilement respecté puisque le nombre de

valeurs disponibles est limité par le temps nécessaire pour les produire et/ou l'es-



pace de stockage de I'information. Si le nombre de valeurs produites est trop faible,
alors celles-ci auront vite été utilisées lors d’une simulation. Egalement, ces méthodes
vérifient rarement le critere 1 étant donné la difficulté d’obtenir des valeurs successives
vraiment indépendantes les unes des autres et aussi par le fait qu’il est difficile de
s’assurer que les valeurs produites suivent une distribution uniforme dans 'intervalle
[0,1). Ces méthodes ne sont pas souvent utilisées de nos jours pour la simulation. Les

références [3] et [30] traitent plus en détails des méthodes physiques.

Le deuxieme type de méthodes, les méthodes mathématiques, permettent de pro-
duire une suite de nombres qui ressemble a celle que produirait un systeme parfai-
tement aléatoire. Les nombres produits sont alors appelés nombres pseudo-aléatoires
car ils ne sont pas générés par une méthode aléatoire, mais plutot par une méthode

déterministe.

Les méthodes mathématiques ont I’avantage de ne pas nécessiter d’espace de sto-
ckage permanent et de produire des valeurs pseudo-aléatoires rapidement, ce qui
répond au critere 3. Aussi, le critere 2 est respecté puisque les méthodes actuelles
ont de longues périodes, c’est-a-dire, que les simulations n’utilisent jamais toutes les
valeurs disponibles si le générateur est bon. C’est a cause de leur rapidité et de leur
facilité d’utilisation que 1’on utilise des méthodes mathématiques pour la majorité des
simulations. Le modele mathématique qui permet de produire la séquence de nombres
aléatoires est appelé générateur de nombres pseudo-aléatoires. Afin d’alléger le texte,
on parlera plutot d'un générateur de nombres aléatoires ou générateur. Une propriété
des méthodes mathématiques est que les séquences qu’elles produisent ont toujours

une période finie.

Idéalement, en plus du critere 1, on voudrait que le générateur soit imprévisible,
c’est-a-dire qu’on voudrait qu’il soit impossible de faire la différence entre une séquen-
ce produite par un générateur donné et une suite de variables aléatoires indépendan-

tes identiquement distribuées uniformes dans l'intervalle [0,1) avec une probabilité
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significativement supérieure a 1/2 [32]. Evidemment, si on dispose d’'un temps in-
fini, ceci n’est pas possible puisqu’en examinant la séquence des nombres générés
assez longtemps, il est possible de déterminer de facon exacte la prochaine valeur
du générateur, puisque la séquence est périodique. Pour certains générateurs, il est
méme possible de déterminer tous les parametres du modele, méme si on ne connait
qu’une petite fraction de la période [27, 89]. Quelques générateurs sont pratiquement
imprévisibles [47, 2], mais ceux-ci sont trop lents pour les besoins pratiques de la

simulation [32].

Une limitation des générateurs de nombres aléatoires est que les valeurs produites
ne sont pas aléatoires, ils ne font qu’imiter des variables aléatoires. Ceci engendre
des structures entre les nombres générés. C’est pour cette raison qu’il faut étre tres
prudent lorsqu’on congoit un générateur avec une méthode mathématique. Dans le
passé, des gens ont congu des générateurs sans en étudier a fond leurs propriétés. Un
générateur célebre pour ses lacunes est le générateur RANDU qui a été implanté sur
les ordinateurs d’IBM dans les années 1960. Voir [24] et [28] pour plus de détails sur

ce générateur et ses défaillances.

Pour cette these, nous développons des générateurs de nombres aléatoires qui ne
sont pas imprévisibles, c’est-a-dire qu’on peut prédire exactement la séquence des
futurs nombres a générer en n’observant que quelques valeurs consécutives. Ainsi,
aucun des générateurs contenus dans cette these ne peut étre utilisé tel quel dans
une application cryptographique. Par contre, ils sont tres utiles pour les besoins de
la simulation numérique a cause de leur rapidité et de leurs bonnes propriétés statis-

tiques.



1.2 Définition du générateur de nombres aléatoires

Il existe plusieurs types d’algorithmes déterministes pour la génération de nombres
pseudo-aléatoires. Dans [32], on trouve un excellent compte-rendu des principaux algo-
rithmes de génération de nombres aléatoires. Egalement, on y explique une structure

commune a tous les générateurs qui se résume a la définition suivante.

Définition 1.1. (L'Ecuyer [32])

Soit un espace fini d’états S, une loi de probabilité P qui permet de choisir un élément
de S, une fonction f : S — S, appelée fonction de transition, et une fonction g :
S — U C R, appelée fonction de sortie. On appelle générateur de nombres pseudo-
aléatoires un algorithme qui choisit un élément sy € S, appelé germe, grace a la loi de
probabilité P, et qui produit une séquence u, = g(s,) € U,n > 0, ou s, = f(sn_1),
qui tente d’imiter une séquence de variables aléatoires indépendantes et uniformes

sur U. On note ce générateur G = (S, P, f, U, g).

Le générateur produit, a chacune des itérations, un nouvel état s, € S avec f et
une sortie u,, € U, obtenue avec g. Pour la tres grande majorité des générateurs de
nombres aléatoires, U = [0,1). Ceci n’est pas une restriction, puisqu’il est possible
d’obtenir n’importe quelle variable aléatoire avec une ou plusieurs variables aléatoires
uniformes dans [0,1) [28]. Remarquons que, puisque le nombre d’états est fini, la
séquence des nombres en sortie (les u,) est périodique. La période d’'une séquence
{un }n>0 est la plus petite valeur de s telle qu'il existe un ny pour lequel u, = s

pour tout n > ngy. La période maximale de la séquence produite par un générateur

est |.S].

Malheureusement, le simple fait de choisir une structure compatible avec cette
définition ne garantit pas que la séquence des valeurs produites soit de bonne qualité,
c’est-a-dire qu’elle imite bien une séquence de nombres vraiment aléatoires. Pour

que la séquence {u, },>0 soit de qualité, il faut choisir S, f et g judicieusement. Ce



choix doit s’appuyer sur des arguments théoriques et empiriques solides. Il existe
des générateurs contenus dans des programmes et des bibliotheques informatiques
couramment utilisés qui sont de pietre qualité [38]. La difficulté de trouver de bons S,
f et g justifie de continuer la recherche de bons générateurs et de travailler & mieux

comprendre leurs propriétés théoriques.

1.3 Notation

Dans cette section, nous introduisons la notation qui sera utilisée tout au long

T

de cette these. Tout d’abord, mentionnons que la transposée est notée par ' (par

exemple, la transposée de A est AT). Pour représenter un vecteur en k dimensions,
nous utilisons la notation x = (2, ... 2®* =T Ainsi, le symbole pour le vecteur
est en caractere gras, mais non ses éléments. L’indexation des éléments d'un vecteur

commence a zéro. Pour les matrices, on utilise une lettre en majuscule, par exemple

A.

Dans cette these, nous utiliserons beaucoup la notion de corps fini. Le lecteur peu
familier avec cette notion est invité a lire 'annexe A qui passe en revue les propriétés
de base de ceux-ci. On note le corps fini a b éléments, ou b est une puissance d’un
nombre premier, par [Fy, et 'espace des vecteurs en k& dimension dont les éléments sont

dans T, par F}. L’ensemble des polynomes a coefficients dans Fy, est noté Fy|[2].

Pour les vecteurs dans F§, nous définissons les opérations suivantes :

opération explication

X <K< décalage de v bits vers la gauche
X > v décalage de v bits vers la droite
y b x addition bit a bit de y et x

y & x et-exclusif bit a bit de y et x




Une séquence infinie de valeurs aq, as, . .. est représentée par {a;};>1.

1.4 Cadre général des générateurs étudiés dans

cette these

Dans cette these, on se concentre sur les générateurs de nombres pseudo-aléatoires
qui utilisent une récurrence linéaire modulo 2. L’espace des états est F5 et un état
peut étre représenté par un vecteur de k bits. La représentation par vecteurs de bits
est utilisée afin de passer d'un état a ’autre, puisque celle-ci est facilement manipulée
par les ordinateurs actuels. Les générateurs connus de ce type sont les générateurs de
Tausworthe ou « linear feedback shift register » (LFSR) [100, 33, 37|, les « generalized
feedback shift register » (GFSR) [55, 22], les « twisted GFSR » (TGFSR) [66, 67], les
générateurs a congruence linéaire polynomiaux (GCLP) [45] et les « Mersenne Twis-
ter » (MT) [69, 79]. Tous ces générateurs utilisent, sous des formes différentes, le méme
type de récurrence linéaire et peuvent étre représentés sous une forme matricielle que

nous allons maintenant décrire.

En partant de la définition des générateurs de nombres aléatoires introduite a la
section 1.2, on définit I'espace d’états S, la fonction de transition f et la fonction de

sortie g utilisés pour les générateurs a récurrence linéaire modulo 2.

L’espace d’états S est F5. Un élément de F5 est un vecteur de k bits. Le n-ieme
état est noté x, = (x%o),,...,:c%kfl))-r. La fonction de transition f : S — S, est

représentée par la matrice X, dans [F5. La transition se fait par
X, = XX, 1 (1.1)

ou X, qu’on appelle matrice de transition, est une matrice de dimension k x k dont les

éléments sont dans Fy. Un polynome important relié a la matrice X est le polynome



caractéristique de X qui est défini par Px(z) = det(X — Iz). Ce polynome sera utilisé

fréquemment tout au long de cette these.

Pour obtenir la sortie, on a besoin d’un vecteur de L bits y, que 'on définit par

z, = Bx, (1.2)
Vo =Yz, (1.3)
ou z, = (zflo), o ,z,(lkfl))T, Vo = (yy(lo), e ,nyLfl))T, Y est une matrice L x k, B est

une matrice k£ x k.

On remarque que y, = Y Bx,,. Cette décomposition est pratique lorsqu’on désire
appliquer du tempering a la sortie du générateur. Habituellement, la matrice B est
une matrice de plein rang k. La matrice Y est la matrice qui détermine le nombre de
bits de résolution que le générateur aura a sa sortie. Si L < k, alors la matrice Y,
multipliée par un vecteur, tronquera celui-ci pour ne garder que les L premiers bits.

Par contre si L > k, alors la matrice Y aura la forme
Y =(; C)F

ou [j est la matrice identité k x k et C' est une matrice (L — k) X k quelconque qui

permet d’avoir plus que k bits & la sortie. La sortie u,, € [0,1) associée & x,, est

L

uy = _ylH2 (1.4)

i=1

La valeur de L est dite la résolution de sortie du générateur. Ce terme est ap-
proprié puisque plus la valeur de L est grande plus les valeurs générées pourront
avoir de la précision, c’est-a-dire qu’elles auront plusieurs chiffres apres la virgule. La
résolution représente le niveau de discrétisation de 1’ensemble [0, 1). Par exemple, si
L = 3, alors I’ensemble des valeurs qui peuvent étre produites par le générateur est
{0,1/8,2/8,3/8,4/8,5/8,6/8,7/8}. Par contre si L est grand, on aura une meilleure
approximation de [0, 1). On pourrait faire une analogie avec la résolution d’une photo

numérisée : plus celle-ci est grande, plus on observe de détails au grossissement.



Les différents générateurs qui seront traités dans cette these ont tous la méme
structure ; seules leurs matrices X, Y et B respectives les différencient. On doit re-
marquer que, dans la définition donnée a la section 1.2, la fonction de sortie g : S — U

est la combinaison des équations (1.2), (1.3) et (1.4).

En examinant les équations (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4), on observe que 'on peut
obtenir différentes suites de nombres {u,},>o avec la méme matrice X en utili-
sant différentes matrices B. Cette observation se révele importante lorsqu’on désire
améliorer ou changer les propriétés des générateurs. Souvent, les conditions qu’on
impose a la matrice X sont plus restrictives que celles imposées a la matrice B, ce qui
rend la matrice B plus facile a changer que la matrice X. Pour une matrice X donnée,
on sélectionnera les matrices B selon un critere qui mesure la qualité du générateur
obtenu. Un des criteres qui sert souvent de mesure de la qualité des générateurs de
nombres aléatoires a récurrences linéaires modulo 2 est 1’équidistribution, que nous

définissons dans la prochaine section.

1.5 Bref apercu du critere d’équidistribution

Dans la section 1.1, on énumere différents criteres permettant de juger de la qualité
des générateurs de nombres aléatoires. Le premier critere est que le générateur doit
avoir de bonnes propriétés statistiques et d’uniformité. L’équidistribution est une

mesure de 'uniformité des points générés dans ’hypercube [0, 1)".

Considérons l'’ensemble €2, de tous les points a ¢ dimensions produits par les
valeurs successives d’un générateur, & partir de tous les 2¥ états initiaux possibles xq,

défini par

Qkﬂg = {110715 = (uo, . ,Ut_l) 1 Xg € Fg} C [0, 1)t
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Supposons que l'on partitionne I'hypercube [0,1)! en 2% petits hypercubes de
méme grandeur. La plus grande valeur de ¢ pour laquelle chacun des petits hypercubes
contient le méme nombre de points de 2, est appelée la résolution en dimension ¢ et
est notée /;. Similairement, pour une résolution £, la plus grande valeur de ¢ telle que
chacun des petits hypercubes contient le méme nombre de points de €2, est notée t,.
On dit que Q4 (et par le fait méme, le générateur) est (t, £)-équidistribué si tous les

2kt points. Ceci est

petits hypercubes contiennent le méme nombre de points, soit
possible seulement si k > ¢/, parce que la cardinalité de €, ; est au plus 2¥. La séquence
{u;}i>0 (ainsi que le générateur qui la produit) est dite équidistribuée au mazimum
(ou ME, de 'anglais “maximally equidistributed”), si ¢; atteint sa borne supérieure
pour toutes les valeurs de ¢ possibles, c¢’est-a-dire ¢, = ¢} ou ¢} dof min(L, |k/t]|) pour
t=1,...,k On définit aussi l’écart en dimension t par A; def 0y — ¢;. On dit que le
générateur a une résolution mazimale en dimension t si A; = 0. Selon ces définitions,

on peut dire que le générateur est équidistribué au maximum (ME), si A; = 0 pour

t=1,...,k

Dans la littérature, lorsque vient le temps de vérifier la qualité des générateurs
de nombres aléatoires, il existe deux types de méthodes : les méthodes empiriques et
les méthodes théoriques. Dans [35], on conclut qu'il est préférable de considérer les
propriétés théoriques en premier lieu et ensuite, si les résultats sont satisfaisants, de
vérifier les propriétés empiriques. Aussi, on affirme que si un générateur satisfait a
un critere théorique exigeant, les chances d’échouer des criteres empiriques diminuent
considérablement. Par contre, étant donné le caractere déterministe des générateurs
de nombres aléatoires, il est toujours possible de faire échouer un générateur a un test

statistique.

L’équidistribution est souvent utilisée pour sélectionner les générateurs a récurren-
ce linéaire modulo 2 parce qu’elle est facile a calculer. Les algorithmes de calculs de

I’équidistribution tirent avantage de la linéarité des générateurs. Une description de
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ces algorithmes est donnée dans la section 4.2. Un autre critere, qui s’apparente a
I'équidistribution, est la ¢g-valeur du (g, k, t)-réseau digital que I’ensemble Qy ; décrit.
Cette notion, et d’autres mesures d’uniformité, seront expliquées plus en détail au

chapitre 4.

1.6 Simulation Monte Carlo et intégration quasi-

Monte Carlo

Beaucoup de simulations numériques sur ordinateur utilisant des variables aléatoi-
res uniformes peuvent étre considérées comme des intégrations. Soit p, la valeur qu’on
désire estimer par la simulation et f(u), le résultat d’'une simulation étant donné le
vecteur de t variables aléatoires uniformes u que ’on donne en entrée a la simulation.
On peut envisager la simulation comme une méthode d’approximation de 'intégrale
d’une fonction réelle f sur ’hypercube unitaire [0,1)" donnée par

B Lo f(u) du.

De facon générale, la simulation Monte Carlo fonctionne de la maniére suivante.
On prend un ensemble de points P, = {uy,...,u,}, un ensemble de n vecteurs u;
indépendants et uniformément distribués sur [0, 1)* et on calcule la moyenne de f sur

tous les points de P,
1 n
R, = n Z f(w),
=1
comme une approximation de p. Il est possible de calculer un intervalle de confiance

sur i avec cet estimateur a ’aide du théoreme de la limite centrale.

Il existe un autre type d’algorithme qui tente d’évaluer la méme intégrale, mais

avec un ensemble de points P, plus uniforme que I’ensemble de points uniformément
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distribués de la simulation Monte Carlo. Cette technique est I'intégration quasi-Monte

Carlo.

Une maniere d’obtenir cet ensemble tres uniforme est d’utiliser un générateur de
nombres pseudo-aléatoires qui a un petit ensemble d’états S, par exemple |S| = 212
(on nomme un générateur qui possede cette propriété petit générateur) et pour lequel

les points sont distribués uniformément dans ’hypercube. L’ensemble de points est
Pn = {ui = (Uo,ul,...7ut_1) 180 € S}

qui est 'ensemble des vecteurs de t valeurs successives obtenues a partir de tous les

états initiaux.

Les générateurs trouvés et décrits dans cette these peuvent étre utilisés pour les
deux types d’applications. Les générateurs a longues périodes (ou grands générateurs)
peuvent étre utilisés pour la simulation Monte Carlo et les petits générateurs trouvent
leur utilité pour l'intégration quasi-Monte Carlo. On peut choisir les générateurs selon
différents criteres d’uniformité de P,. Parmi ceux-ci, on retrouve 1’équidistribution.

D’autres criteres sont mentionnés au chapitre 4.

1.7 Apercu de la these et principales contributions

Dans cette section, nous décrivons la maniere dont cette these est divisée et dis-

cutons de ses principales contributions.

Au prochain chapitre, nous passons en revue les principaux générateurs de nom-
bres aléatoires qui sont les plus utilisés et leurs propriétés de base. Il y a deux sections
qui traitent des techniques utilisées pour déterminer 'irréductibilité ou la primitivité
du polynéme caractéristique de la matrice X de I’équation (1.1). Il s’agit de tech-
niques importantes pour déterminer la période d’un générateur. Ces techniques sont

implantées dans la bibliotheque informatique REGPOLY [84] dont une description
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est donnée & la section 4.8. A la fin du chapitre, on explique briévement comment

vérifier la qualité d’un générateur a l'aide d’un test statistique.

Au chapitre 3, nous discutons des propriétés des réseaux polynoémiaux (traduction
de I'anglais « polynomial lattice »). Dans cette section, on définit les deux types de
réseaux que peuvent engendrer les générateurs qui entrent dans le cadre des équations
(1.1)—(1.4), soit le réseau en dimension et le réseau en résolution. Pour des raisons qui
seront expliquées, nous privilégierons 1’étude du réseau en résolution et la majeure
partie du chapitre sera consacrée a celle-ci. Nous illustrons ses propriétés a 'aide d’un
exemple concret afin de guider le lecteur vers une meilleure compréhension. Le but
de ce chapitre est d’offrir une base pour l'introduction de théoremes et de propriétés
dans les chapitres subséquents. Une contribution de ce chapitre est de démontrer
comment trouver une base d’un réseau basé sur le corps fini Fy a partir d’un réseau
basé sur Fow. Ceci permettra de démontrer le théoreme 5.3 qui donne une borne sur

I’équidistribution pour certains générateurs introduits au chapitre 5.

Au chapitre 4, nous présentons les criteres d’uniformité, avec lesquels on juge un
ensemble de points P, C [0,1)", qui seront utilisés dans les chapitres subséquents.
Ceux-ci sont ’équidistribution, la g-valeur (qui est semblable, dans une certaine me-
sure, a ’équidistribution) et la plus courte distance entre deux points de P, (qu’on
appelle distance minimale). La principale contribution de cette section est une adap-
tation d'un algorithme de Khuller et Matias [23]. Cette adaptation permet de trouver
la distance minimale pour les ensembles de points qui sont construits a ’aide d’un
réseau digital (cette notion est expliquée dans ce chapitre). Elle profite de certaines
propriétés des ensembles de points considérés (les réseaux digitaux) pour accélérer le
calcul de la distance minimale. La méthode est particulierement efficace quand 1’en-
semble de points est en deux dimensions. Les ensembles de points ayant une grande
distance minimale sont importants pour certaines applications, par exemple, en gra-

phisme [26]. Finalement, on donne une bréve description de REGPOLY [84], qui est
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une librairie de fonctions informatiques qui permet d’évaluer 'uniformité de tous
les générateurs avec tous les criteres dont il est question dans cette these. Bien que
peu de lignes soient utilisées pour décrire REGPOLY, celui-ci est une des principales
contributions de cette these. Le développement de REGPOLY a commencé lors de
ma maitrise et se continue depuis. Au cours de mes études au doctorat, j’ai revu la
conception et beaucoup de choses ont changé depuis la version de la fin de ma maitrise.
En plus de la conception générale de la bibliotheque, plusieurs algorithmes ont été
améliorés, dont celui qui permet de trouver le plus court vecteur dans un réseau po-
lynomial. Six implantations différentes ont été testées afin d’arriver a I'implantation
actuelle dans le but de minimiser le temps de calcul. Pour donner un ordre de gran-
deur de 'amélioration de la derniere implantation par rapport a la premiere, pour
calculer le plus court vecteur du réseau en résolution décrit par le fameux générateur
MT19937 [69], le temps de calcul est passé de plusieurs heures a 2 minutes. En outre,
plusieurs modules ont été ajoutés pour tenir compte des générateurs introduits dans

cette these et des nouveaux générateurs de Marsaglia [60] (voir chapitre 8).

Le chapitre 5 présente une des plus importantes contributions de cette these. On y
introduit deux types de générateurs qui sont basés sur des récurrences linéaires dans
le corps Faw : soit le générateur a congruence linéaire polynomial dans Faouw[z]/P(2) et
le registre a décalage a rétroaction linéaire dans Fow. Le théoreme 5.3, qui donne une
borne sur 1’équidistribution pour certains choix de parametres, vient généraliser un
résultat déja connu sur les limitations de ’équidistribution d’un type de TGFSR sans
tempering [67]. A la section 5.6, nous énumérons certaines propriétés qui concernent
I’équidistribution de ces générateurs lorsqu’on ne considere que certaines projections.
Une des contributions importantes de ce chapitre est le corollaire 5.7 (qui découle
du théoreme 5.5) qui prédit que seulement une tres petite fraction des projections en
deux dimensions ne présentent pas une parfaite équidistribution (jusqu’a une certaine

résolution) quelque soit le choix des parametres.



15

Une recherche pour de bons générateurs a été faite et les résultats sont donnés
sous formes de tableaux. Le critere de la recherche est basé sur ’équidistribution.
Les générateurs pour lesquels nous avons fait des recherches ont des périodes de
29 1, 2256 1 246 1 et 2800 1, Etant donné que larithmétique dans Fouw
n’est pas simple, il a fallu trouver des méthodes efficaces pour implanter ces types
de générateurs sur ordinateur. Nous proposons deux techniques d’implantations ef-
ficaces qui utilisent des tableaux de valeurs pré-calculées et donnons également le
code en langage C de générateurs qui utilisent ces techniques. Les temps d’exécution
des générateurs résultants sont semblables a ceux d’autres générateurs courants (par
exemple, le MT19937). Certains générateurs ont été testés a l'aide de batteries de

tests et les ont tous passés avec succes.

Nous avons aussi développé la bibliotheque informatique F2wStreams [83]. Celle-ci
implante les générateurs basés sur des récurrences linéaires dans Fow. Elle a été écrite
en langage C et peut etre utilisée dans n’importe quelle application de simulation sto-
chastique. Une caractéristique intéressante de cette bibliotheque est que la séquence
produite par les générateurs implantés peut étre séparée en sous-séquences, ou chaque
sous-séquence représente une source indépendante de nombres aléatoires. Ceci est
tres utile pour plusieurs types d’applications ou la synchronisation [28] des nombres
aléatoires et la disponibilité de plusieurs sources de hasard sont importantes [49]. Le

guide d’utilisation de F2wStreams peut étre consulté a 'annexe C.

Au chapitre 6, nous prenons les récurrences sur lesquelles on a construit les
générateurs du chapitre 5 pour construire des ensembles de points de petite cardina-
lité (moins que 2'® points) tres uniformes dans I'hypercube unitaire [0,1)f. Ce type
d’ensembles de points est utile pour l'intégration quasi-Monte Carlo. Pour arriver a
notre but, il a fallu modifier quelque peu la récurrence et la sortie par rapport a ce
qui a été défini au chapitre 5. Ces modifications permettent d’obtenir des ensembles

de points plus uniformes et une sortie qui n’est pas limitée dans sa résolution L qui,
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en principe, pourrait étre infinie. Parmi les contributions de ce chapitre, on retrouve
deux théoremes qui justifient les modifications des récurrences. La justification se fait

en démontrant une borne sur ’équidistribution de ’ensemble de points produits.

Grace a REGPOLY, on trouve plusieurs ensembles de parametres pour de bons
ensembles de points. Les criteres de recherche sont basés sur ’équidistribution, la ¢-
valeur (une généralisation de I’équidistribution) et la distance minimale. Les criteres
considérés observent plusieurs projections en faible dimension de ’ensemble de points.

Des tables des meilleurs ensembles de points sont données.

Une implantation des constructions introduites dans ce chapitre a été programmée
dans SSJ [39, 44]. A partir de celle-ci, on a pu mettre a 1’épreuve les ensembles de

points trouvés avec REGPOLY. Pour des fonctions « test » , on a estimé la variance de

2

onc) et la variance de I'estimateur Monte

'estimateur quasi-Monte Carlo randomisé (o
Carlo standard (07,.). Le rapport 02,./02,c, qu'on appelle le facteur de réduction de
variance, est utilisé comme critere de performance. Les résultats obtenus par nos
nouveaux ensembles de points sont comparés avec ceux obtenus par des ensembles
de points de Sobol [98, 99]. Les nouveaux ensembles de points performent mieux que
ceux de Sobol pour certaines fonctions et, pour d’autres, obtiennent des résultats qui

sont semblables. Il arrive rarement qu'un de nos ensembles de points fasse beaucoup

moins bien qu’'un ensemble de points de Sobol.

Au chapitre 7, nous introduisons une nouvelle construction de générateurs de
nombres aléatoires. Ces nouveaux générateurs tentent de profiter de 'architecture des
ordinateurs afin de construire des récurrences rapides. Pour la plupart des générateurs
courants, on définit un récurrence sur un corps fini et, ensuite, on tente d’obtenir
une implantation qui soit efficace du point de vue de la vitesse d’exécution et de
la mémoire. Souvent on y réussit en n’utilisant qu'un sous-ensemble de tous les pa-
rametres possibles de la récurrence. Par exemple, pour les générateurs a récurrences

multiples, dans [50], on propose d’utiliser des coefficients de la forme a = £2942" pour
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obtenir une implantation rapide. Ainsi, ces restrictions sur le choix des parametres
peuvent faire en sorte qu’on n’obtient pas les meilleurs générateurs possibles avec le
type de récurrence choisi. Pour les nouveaux générateurs introduits dans ce chapitre,
on fait plutot le raisonnement inverse : on définit la récurrence a partir des opérations

qui sont rapides sur un ordinateur.

Cette stratégie a été payante. Nous avons trouvé des générateurs rapides et qui
sont d'une qualité exceptionnelle du point de vue de I’équidistribution. Voici quelques
bonnes caractéristiques de ces générateurs.

— Ils sont rapides : la vitesse d’exécution de I'implantation est comparable aux
bons générateurs les plus rapides (MT19937 [69] et TT800 [67]) et est nettement
mieux que celle des générateurs a récurrences multiples (notamment celle du
MRG32k3a [36]).

— 11 est possible d’identifier des générateurs qui ont une tres longue période :

nous avons trouvé des générateurs qui ont des périodes de 219937 — 1, 221701 _ 1

223209 244497 —1.

— 1 et méme
— Ils ont une excellente équidistribution : I’équidistribution est quasiment parfaite
et peut le devenir en transformant quelque peu la sortie du générateur.
— Ils ont réussi tous les tests statistiques qu’on leur a fait passer.
Nous présentons I'implantation d’un générateur dont la période est 244497 —1. Nous
avons fait des tests statistiques et des tests de vitesse d’exécution avec ce générateur
et les résultats démontrent qu’il s’agit, statistiquement, d’un générateur de qualité et

que la vitesse d’exécution de I'implantation est comparable a celle des meilleurs.

Un défaut important des générateurs comme le MT19937 et le TT800 est leur
sensibilité a la mauvaise initialisation du générateur. Si I’état initial comporte plu-
sieurs bits nuls, alors les états successifs auront aussi cette propriété pour plusieurs
itérations ce qui fait que la sortie, qui est supposée étre uniformément distribuée sur

[0,1), a un fort biais vers 0. Ceci implique que si on génere deux séquences obtenues
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avec deux initialisations tres similaires, alors les deux séquences seront tres fortement
corrélées (pour ne pas dire identiques) pour un grand nombre de valeurs. La capa-
cité d’un générateur de contrer les effets d’'une mauvaise initialisation est appelée
la capacité de diffusion. 1l se trouve que les nouveaux générateurs qu’on introduit
au chapitre 7 ont une excellente capacité de diffusion. Une expérience empirique est
conduite et démontre clairement le peu de sensibilité a une mauvaise initialisation de
nos nouveaux générateurs. La capacité de diffusion est importante pour un utilisateur
qui n’a aucune idée de la structure des générateurs de nombres aléatoires. Souvent,
I'utilisateur n’est pas sensibilisé a la nécessité de bien choisir I'initialisation. Si la ca-
pacité de diffusion est grande, 'utilisateur néophyte a moins de chance d’étre pénalisé

pour le biais dii a la mauvaise initialisation.

Au dernier chapitre, nous analysons une famille de générateurs introduite par
Marsaglia [60]. Ces générateurs utilisent une récurrence tres simple : I'implantation
nécessite seulement trois décalages de bits et quelques additions de vecteurs de bits. La
stratégie employée par Marsaglia pour obtenir des générateurs rapides est semblable
a celle des générateurs introduits au chapitre 7 : il utilise des opérations rapides pour
définir une récurrence. Nous analysons les récurrences proposées par Marsaglia et
démontrons des relations de similarité entre certaines récurrences qui nous permettent
de déduire I’équidistribution et la période de générateurs « similaires ». Nous trouvons
les meilleurs générateurs possibles a 1'aide d'un critere basé sur 1’équidistribution
et nous vérifions leurs qualités statistiques avec la batterie de tests TESTUOL [48].
On montre, par ces tests, que les récurrences sont trop simples pour produire des

générateurs de nombres aléatoires de qualité.



Chapitre 2

Théorie des générateurs utilisant

une récurrence linéaire modulo 2

Dans ce chapitre, il est question de la théorie des générateurs utilisant des récurren-
ces linéaires modulo 2. On discute de différents générateurs qui existent présentement
dans la littérature scientifique : les GFSR, les générateurs de type GCL polynomial,
les générateurs de Tausworthe, les TGFSR, les Mersenne twister et les automates
cellulaires. Egalement, on explique deux transformations linéaires applicables a la
sortie des générateurs qui permettent d’améliorer la qualité des nombres produits du

point vue de I'uniformité.

De plus, nous avons deux sections qui discutent de la détermination de la pri-
mitivité du polyndéme caractéristique de la matrice X. Finalement, nous discutons
brievement de la maniere de vérifier la qualité d’un générateur de nombres aléatoires

a l'aide de tests statistiques.
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2.1 Récurrence de base pour les générateurs utili-

sant une récurrence linéaire modulo 2

Dans cette section, afin de mieux comprendre les générateurs qui entrent dans le

cadre des équations (1.1)-(1.4), nous examinons plus en détail la récurrence dans Fo
r; = (@11 + -+ + apxj_k) mod 2, (2.1)

ou k est appelé l'ordre de la récurrence si ap # 0 et a; € Fy pour ¢ = 1,... k. Cette
récurrence est tres utile puisqu’elle nous permettra d’analyser tous les générateurs a

récurrence linéaire modulo 2.

A cette récurrence est associé un polynéme dans [Fy[z] qu’on appelle polynome

caractéristique de la récurrence. Ce polynome est
P(z) =2" —a1 2t — o — . (2.2)

Grace a celui-ci, on peut déduire des informations importantes sur la récurrence, dont
sa période. En effet, il est bien connu que la récurrence (2.1) est de période maximale

2% — 1 si et seulement si son polynome caractéristique est primitif [56].

A une initialisation donnée x, ..., x;_1 de la récurrence (2.1), on associe la fonc-

tion génératrice
[e.9]
Gz) =20z '+ a2 24 a2 "4 = E Tp12 .
n=1

Cette fonction n’en est pas une au sens propre, mais simplement une expression
formelle. Ce G(z) fait partie du corps des séries formelles de Laurent sur Fy. Ce corps

est noté Ly et comprend toutes les séries de la forme
m(2) = an2" + 12"

oun € Zet a; € Fa,i <n.
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On peut démontrer, en adaptant la preuve du théoreme 6.40 de [56], le théoreme

suivant.

Théoréme 2.1. Soit {z, },>0 une séquence qui suit la récurrence (2.1), P(z) € Fy|z]
le polynome caractéristique de cette récurrence et G(z) € Ly sa fonction génératrice.
L identité

(o) = 9 (2.3)

est valide avec

—-1-
Z ak_i_j_lzzrizj € FQ[Z]

1=0

I
o

J
ot l'on pose ag = —1. De maniéere opposée, si g(z) est un polynome quelconque
sur Fy avec deg(g(z)) < k et si P(z) est donné par (2.2), alors la série de Laurent
G(z) définie par (2.3) est une fonction génératrice de la récurrence linéaire modulo

2 donnée par (2.1).

Ce théoreme nous permet d’associer, pour la récurrence (2.1), a une initialisation
donnée, un polynome g(z) dans Fy[z]/P(2), 'anneau des polynoémes modulo P(z).!
Il existe donc une bijection entre chacune des initialisations possibles et chacun des

éléments de Fy[z]/P(2).

2.2 Propriétés des générateurs utilisant

une récurrence linéaire modulo 2

Dans cette section, nous étudions les propriétés des générateurs qui entrent dans le
cadre défini par les équations (1.1)—(1.4). Le polynéme caractéristique des générateurs
a récurrence linéaire modulo 2 est le polynome caractéristique de la matrice X. Si on

connait ce polynome caractéristique, il est possible de vérifier si la période des états

!Tout comme Z, = Z/p est I'anneau des entiers modulo p.
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visités (les x,,) par le générateur est maximale. En effet, la période est maximale,
c’est-a-dire de 2% — 1, si et seulement si le le polynome caractéristique est primitif

dans Fy et est de degré k.

Ce qui suit tente de démontrer I'importance de la récurrence donnée par I’équation
(2.1) pour I'analyse des générateurs de nombres aléatoires qui suivent une récurrence
linéaire modulo 2. Pour ceci, on suppose que la matrice X est de plein rang ainsi que
la matrice B. Dans ce cas, il est trivial de démontrer que la séquence des z,,n > 0
suit la récurrence

z, = BXB 'z, , (2.4)

car x,, = Xx,_1 et z, = Bx, ce qui implique que x,, = B~ 'z,, X,_1 = B~ 'z,_; et

que B™'z, = XB7 'z, ;. Cette derni¢re implique (2.4).

Soit Px(z) = det(X — zI), le polynéme caractéristique de la matrice X. La pro-

position suivante permet de caractériser la récurrence décrite par (2.4).

Proposition 2.1. [76]

Soit {2z, }n>0, une séquence de vecteurs qui suit la récurrence donnée par l’équation
(2.4). Egalement, soit ~; = {zﬁf)}nzo, la séquence de bits observée au bit i des vecteurs
Zn,n > 0, pour un zg donné. Chaque séquence v;, 0 < i < k, suit une récurrence
linéaire donnée par ’équation (2.1) ou le polynoéme caractéristique de celle-ci est

Px(2), mais avec une initialisation différente.

Puisque chaque séquence ~;, 0 < ¢ < k, suit une récurrence linéaire du type
(2.1), alors il est possible d’associer & chaque 7; une fonction génératrice G;(z) =
Gi(2)/Px(z). De plus, si la matrice Y est telle que chaque ligne est non nulle (comme
c’est le cas tout au long de cette these), alors, pour i < L, on a que 3; = {yﬁf)}nzo suit
également une récurrence linéaire (2.1). On peut aussi associer a chaque séquence [3;,

0 <i < L, une fonction génératrice G;(z) = gi(z)/Px(2).

Ainsi, pour une initialisation donnée xy d’un générateur qui suit le cadre donné
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par les équations (1.1)-(1.4), on peut identifier, a I’aide du théoréme 2.1, un unique

vecteur de fonctions génératrices

(90(2), -, 92-1(2))/ Px(2)

qui caractérise entierement la séquence des vecteurs {y,, },»>0. Ce vecteur de fonctions
génératrices sera important pour I’étude du réseau en résolution que décrivent tous les
générateurs qui entrent dans le cadre défini par (1.1)-(1.4). Cet aspect des générateurs

a récurrence linéaire modulo 2 est vu plus en détails au chapitre 4.

2.3 Générateurs a récurrence linéaire existants

Dans cette section, on décrit les principaux générateurs que l'on retrouve dans la

littérature scientifique. Principalement, ce qui les différencie est leur matrice X.

2.3.1 Générateur GFSR

Un GFSR [55, 22] suit une récurrence de la forme
Vy, = Q1 Vpo1 + -+ Vo, (2.5)

ou les v,, n > 0 sont des vecteurs de w bits et les a; € Fy, 1 = 1,...,r. Habituelle-

ment, la sortie est donnée par y, = v,.

Le n-itme état du générateur est le vecteur x, = (v, -+, v} _ . )T. Il est facile
de voir que chaque bit de v,, (et par le fait méme, chaque bit de x,,) suit la récurrence

de base (2.1) avec k = r et les mémes valeurs de a;.

Ainsi, a la lumiere de la section 2.2, on remarque que tout générateur qui suit
le cadre général décrit dans la section 1.4 peut étre exprimé par une récurrence de

type GFSR. Soit Px(2) = 2¥ —a;2871 — .- — ay, le polynéme caractéristique de X et
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Gi(2) = gi(2)/Px(2) = 2272 gij2 7, la fonction génératrice du i-ieme bit des x,,, n >
0. En posant r = k, en initialisant les v,, = (gomn,---sGk—1,n) pour n = 0,..., k — 1
et en prenant les coefficients de Px(z) comme valeurs de a; dans (2.5), on obtient

Vp = Xp, 1> 0.

Pour un générateur a récurrence linéaire d’ordre k, dont la sortie possede L bits de
résolution, I’état du générateur est de kL bits, si on le représente par un GFSR. Opti-
malement, pour un générateur d’ordre k, I’état est de k bits. Ceci fait en sorte que I'im-
plantation d'un générateur par un GFSR n’est pas efficace au plan de la mémoire. De
plus, pour des raisons d’efficacité, on doit se restreindre a des GFSR dont le polynome
caractéristique Py (z) est un trindme ou un pentanéome. Les générateurs basés sur un
trinéme sont reconnus pour avoir de mauvaises propriétés statistiques [68, 67, 10]. En
général, pour avoir de bonnes propriétés statistiques, le polynome caractéristique doit
avoir beaucoup de coefficients non nuls [9, 10]. Pour ces raisons, le développement de

générateurs implantés par des GFSR n’est pas 'objet de cette these.

2.3.2 Générateur de Tausworthe

Le générateur de Tausworthe utilise explicitement la récurrence de base (2.1). Soit
{z;};>0, une séquence dans Fy qui suit la récurrence (2.1). L’état du générateur de

Tausworthe a la n-iéme itération est

_ T
Xn = (xn& Lps4+1y - - - ;xns+k—1)

ou s est un parametre entier. Habituellement, le vecteur de bits de sortie associé a

cet état du générateur est

Yn = (gjnsa Tps+1y-- - >$ns+L—1)T (26)

et on utilise la sortie définie par (1.4).
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On peut facilement voir que ce générateur entre bien dans le cadre général défini

antérieurement. La récurrence peut étre écrite sous la forme

X, = X’ X,_1

taus

ou

X, =

taus

1

ar Qap—1 QAp—o2 ... A1

Pour obtenir la sortie (sans autre transformation linéaire), si L > k, on définit la
matrice Y = (I ; C)T ou C permet d’obtenir les L — w bits les moins significatifs
de y,, sinon Y = I ., la matrice identité k x k dont on a enlevé les k — L dernieres

lignes. La matrice B, pour I'instant, est la matrice Ij.

Pour ce générateur, il n’est pas suffisant que le polynéme caractéristique Q(z) de
la matrice X,,,. soit primitif pour obtenir une période maximale. Pour une valeur de

s donnée, il est également nécessaire de satisfaire la condition pged(s, 2% —1) = 1 [33].

Ce générateur peut se concevoir comme une récurrence dans le corps Ly des séries

formelles de Laurent [12]. Soit
m(2) = 2" + 2" (2.7)
un élément de Ly, o n est un entier et soient les opérateurs

frac(m(z)) = a1z 't a9z i 4, (2.8)

truncy(m(2)) = @2+ ap_1 2"+ a2 (2.9)
ou [ > 0 est un entier.

Si on initialise correctement le générateur de Tausworthe avec xo = (0,0,...,0,1)T

et si la sortie est donnée par (2.6) et (1.4), alors on peut obtenir la méme séquence
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{ty }n>0 comme suit :
¢ = truncy(frac(a(2)"/Q(2))) = ap1z '+ +anrz ", n=0,1,2,..(2.10)
U, = ian,jw, n=0,1,2,... (2.11)
j=1

oua(z) = 2z° mod Q(z) € Fq[2]/Q(2) et L est le nombre de bits requis a la sortie. Cette
maniere de voir le générateur de Tausworthe permet de définir un réseau polynoémial
sur un sous-ensemble de L. Ce réseau est utile pour calculer I’équidistribution de ce

type de générateur[12]. Ceci est discuté un peu plus en détail au chapitre 4.

2.3.3 Générateur a congruence linéaire polynémial

Le générateur a congruence linéaire polynomial (ou GCL polynomial) peut étre
construit & partir d’'une récurrence dans Fy[2]/Q(2) ot Q(2) = 2% —a;2Ft — -+ —qy
est un polynome primitif de degré k. L’état du générateur, p,(z), est un élément de

Fy[z]/Q(z) et suit la récurrence

Pn(2) = a(z)pn-1(2) mod Q(z) (2.12)

ou a(z) = z* est un élément de Fy[z]/Q(z). Tout comme le générateur de Tausworthe,

celui-ci est de période maximale si et seulement si pged(2F —1,5) = 1.

A chaque p,(z) = c1257 1 + - - + ¢, associons le vecteur de bits x,, = (cg, . .., c1).

La récurrence (2.12) peut maintenant étre exprimée sous forme matricielle par

X, = ngan—1 (2.13)
ol
ag
1 ag—1
Xpa = 1 (—2
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Fait intéressant & remarquer, X,, = X! pour un polynéme Q(z) donné. La
différence entre les deux générateurs se trouve dans la maniere de générer le prochain
x, quand s = 1. Dans le cas du générateur de Tausworthe, on décale les bits de
X,_1 de 1 position vers la gauche et on met a jour le dernier bit, x(kfl), avec une
combinaison linéaire des bits de x,,_1. Dans le cas du GCL polynomial, on décale
les bits de x,_; de 1 position vers la droite et on modifie plusieurs bits selon la
valeur du dernier bit de x,,_1. Le point important est que dans le cas du générateur
de Tausworthe, on modifie 1 bit en examinant plusieurs bits et dans le cas du GCL
polynomial, on modifie plusieurs bits en tenant compte d’un seul bit. Nous reviendrons
sur cette propriété lorsque nous présenterons les générateurs introduits au chapitre 5.
Ces nouveaux générateurs se veulent une généralisation des GCL polynomiaux et
des générateurs de Tausworthe : au lieu d’utiliser le corps fini Fy, ils utilisent les
corps fini Fow. Au chapitre 7, nous introduisons d’autres nouveaux générateurs qui
tentent de généraliser cette propriété. Ces derniers utilisent I'information contenue

dans plusieurs bits afin d’en modifier plusieurs autres. Il en résulte des générateurs

de tres bonne qualité.

2.3.4 Générateur TGFSR

Le TGFSR [66, 67] est basé sur la récurrence
Vo = Vaiem—r + AV, (2.14)

ot A est une matrice avec ses éléments dans [y, de dimension w X w, et les v; € FY
sont des vecteurs colonnes. En choisissant de facon adéquate les valeurs de w, r, m
et A, il est possible d’atteindre une période de 2™ — 1, qui est la période maximale

pour ce type de générateur.

On constate que ce générateur entre dans le cadre général décrit a la section 1.4,
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puisque
' Vi1
Vi1 Vo
=X : (2.15)
Vip—r42 Vin—r41
Vin—r41 Vip—r
ol
I, A
L,
X = Lo (2.16)
L,
L,

et I’élément (0,0) de la matrice I,, de la premiere ligne de X est 1'élément (0, (r —
m — 1)w) de X. L’état du générateur est x, = (v}, v, _1,...,vh_. ). La sortie est

habituellement donnée par y, = v, et L = w.

Les auteurs de [66] décrivent les avantages des TGFSR par rapport aux GFSR.
On y retrouve aussi le théoreme suivant sur les conditions nécessaires et suffisantes

pour atteindre la période maximale.

Théoréeme 2.2. (Matsumoto et Kurita [66])

Soit ¢4(t), le polynéme caractéristique de la matrice A. Le générateur a une période
mazximale de 2™ — 1 si et seulement si p4(t" +t™) est un polynome primitif de degré
rw. Dans ce cas, chaque bit du vecteur v; suit une récurrence de la forme (2.1), avec

polynome caractéristique ¢ (t" + t™).
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Dans [66], les auteurs utilisent la matrice

ag
1 ap—1
Xea = 1 S (2.17)
1 ai

comme matrice A.

2.3.5 Générateur Mersenne twister

Le Mersenne twister a été introduit pour la premiere fois dans [69] et est une

généralisation du TGFSR. La récurrence a la forme
Vn = Vpim—r + A(VZ—T|V'Z:‘L—T+1)' (2'18)

Cette récurrence dépend de cinq parametres : les entiers r et w, un entier p, 0 < p <
w — 1, un entier m, 0 < m < r, et une matrice A dont les entrées sont dans [F5. Les
vecteurs v,, sont des vecteurs colonnes. Le symbole v représente les w —p premiers
bits de v,,_, tandis que v®__ 41 représente les p derniers bits de v,,_, ;. L’opération
| représente la concaténation des opérandes. De plus, si p = 0, alors la récurrence

(2.18) devient (2.14), d’ou la généralisation du TGFSR.

On montre maintenant que ce générateur entre dans le cadre général défini a la
section 1.4. L’état du Mersenne twister est représenté sur rw — p bits, ce qui implique

que la période maximale de ce type de générateur est de 2"~P — 1. L’état est

X, = (vi,vl v trunc, o, (Veqa) )T

ot truncy,_,((vy_r41)7) est le vecteur de w — p bits composé des w — p premiers bits
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de (vn_,41)". La matrice X de dimension (rw — p) x (rw — p) est

L, S

X = - (2.19)

ou

Iy
S=A P
IP

est une matrice w X w. La sortie est habituellement donnée par y, = v, et L = w.

Le polynome caractéristique de la récurrence dépend de la matrice A et une for-
mule permettant de déterminer celui-ci est donnée dans [69]. Dans cette derniere

référence, ils utilisent une matrice de forme (2.17) comme matrice A.

2.3.6 Méthode matricielle a récurrences multiples

La méthode matricielle a récurrences multiples (MMRM) [75, 76, 77] est une autre
généralisation de la récurrence utilisée par les TGFSR. Par abus de langage, on parlera
de générateur MMRM pour tout générateur qui utilise cette méthode. La récurrence
est

v, =A1vp_ 1+ AV, o+ + AV, (2.20)

ou les v,, sont des vecteurs de w bits et les matrices A;, 7 = 1, ..., r, sont de dimensions

w X w. L'état du générateur est x, = (v,,---,v,_..1)7 et la matrice de transition
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de ce type de générateur est donnée par

A Ay . A, A,
I,
X = I, . (2.21)

I

La sortie est habituellement donnée par y, = v, et L = w. Le théoreme suivant

permet de déterminer si un générateur MMRM a la période maximale.

Théoréme 2.3. (Niederreiter [75])
N’importe quelle séquence générée par (2.20) a une période inférieure ou égale a

2" — 1. De plus, la période est 2™ — 1 si et seulement si

T
det <z’"lw +y z’”—"Ai> (2.22)
i=1
est un polynome primitif sur Fs.
Ce type de générateur est aussi une généralisation d'une récurrence décrite au

chapitre 5. Cette derniere est basée sur une récurrence linéaire dans Fow similaire a

la récurrence (2.1) qui est dans Fs.

Mentionnons que, dans [77], on utilise la récurrence (2.20) afin d’obtenir des vec-
teurs pseudo-aléatoires dans [0, 1), mais dans le contexte ou Fy est remplacé par I,

ou p est un entier premier assez grand. Soit la fonction A : F}) — [0,1)* définie par
h(v) = (0@, ... @) /p (2.23)

ot v = (v .. v D) et on prend la valeur de chaque coordonnée du vecteur

comme un nombre réel. Le n-ieme vecteur en w dimensions est obtenu par

u, = h(v,) €10,1)".
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Il s’agit d’'une approche bien différente de celle qu’on utilise dans le cadre défini
par les équations (1.1)-(1.4). Dans le cas ou p = 2, avec cette méthode, on ne peut
générer que des vecteurs qui ont pour coordonnées les valeurs 0 et 1/2. Ceci n’est pas
acceptable pour un générateur de nombres aléatoires, mais si p > 2, cette méthode

est susceptible de construire de bons générateurs.

2.3.7 Générateurs basés sur un automate cellulaire

Un automate cellulaire correspond a un tableau M (n) de dimension p X m, avec
ses éléments dans [y, et qui évolue dans le temps représenté par n. On appelle chaque
élément m; j(n),0 <i < p,0 < j < m du tableau M (n) une cellule. Pour ce systeme,
le temps évolue de facon discrete et a chaque incrément du temps, la valeur de cha-
cune des cellules est modifiée selon la valeur des cellules voisines et selon des regles
préétablies. Ce type de générateurs est surtout utilisé dans la vérification de compo-

santes électroniques. Ils sont implantés de facon matérielle plutot que logicielle.

Dans le cas ou p = 1, on obtient un automate cellulaire en une dimension et la va-
leur de m correspond a k dans notre notation (c’est pourquoi nous les interchangeons
a l'occasion). Pour les besoins de cette these, nous ne considérerons que les regles qui
correspondent a une transformation linéaire et pour lesquelles le prochain état d’une
cellule (mq j(n + 1)) est déterminé a partir de 1'état de ses voisins les plus proches.
On spécifie par v la taille du voisinage. Si on note ng ) = my j(n), ce type d’automate

cellulaire suit la récurrence

:U7('Lj) - Z aj7sx£gj18)v J=0,..., k-1, (224)

ou les a;, € Fy sont fixes, 2P =0 pour ¢ ¢ {0,1,....k—1} et aj, = 0si (j,5) &

{(,): 0<j<k,—v<s<w}
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Par exemple, supposons que v = 1. Dans ce cas, [’état suivant d'une cellule (a:;ﬂ)rl)

est déterminé a partir de 1’état de ses voisins immédiats (ng et 2 +1)) et de son
état actuel (a:ﬁf)) Il est facile de voir que ce type d’automate cellulaire entre bien
dans le cadre d’un générateur a récurrence linéaire modulo 2 défini a la section 1.4.
L’état de ce générateur est le vecteur de bits x,, = (:1:7(10), o ,x%kil)) et la matrice de

transition X est

Q0,0 ap,1
a1,—1 Aio Qi1
a2 -1 Q20 Q21

X = o _ (2.25)

Qr—2,—-1 QAg—20 (Akg—21

ag—-1,—1 QAk—1,0

qui est de dimension k X k. Le polynome caractéristique de ce type de générateur est

le polynome caractéristique de la matrice X.

La maniere dont une cellule est mise a jour est appelée regle de mise a jour. Des
exemples de regles linéaires courantes (quand v = 1) sont les régles 90 et 150. Si une

cellule j suit la regle 90, alors celle-ci sera mise a jour par ’équation

) = o 4 0D, 220

donc aj_1 = 1,a;0 = 0,a;1 = 1 pour cette cellule. Si c’est la regle 150 qui est

appliquée a la cellule 7, alors celle-ci sera mise a jour par I’équation

z) = x(j:ll) + ‘rv(ljll + xﬁjff), (2.27)

n n

donca;_1 =1,a;0 =1,a;; = 1 pour cette cellule. Cette maniere d’affecter un numéro

a une regle a été introduite par Wolfram [107].

Dans la littérature, il existe beaucoup de types d’automates cellulaires a 1 dimen-

sion dont les régles sont linéaires. Certains ont pleine période 2% — 1 [104, 65].
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Dans le cas ou p > 1, chaque cellule évolue selon une récurrence de la forme

mm(n) = Z ai,j,v,wmiﬂ’jw(n — 1), 0<i< P, 0 Sj <m (228)
(v,w)eV

ouV = {(0,0),(0,1),(1,0),(—1,0),(0,—1)}, les a;jpw € F2, m; j(n) = 0 pour i &
{0,1,....p—1}ouj & {0,1,....m—1} et a;jpw =0si (i +v) & {0,1,...,p—1}
ousi (j+w) ¢{0,1,...,m — 1}. Dans cette récurrence, la taille du voisinage d’une
cellule est 5 cellules, soit la cellule de gauche, de droite, du haut, du bas et elle-méme.
On appelle ce type d’automate cellulaire automate cellulaire en 2 dimensions [81],
puisqu’il correspond a un tableau de valeurs en 2 dimensions qui évolue dans le

temps.

Plus récemment, on a introduit des automates cellulaires dont la valeur que peut
prendre chacune des cellules n’est pas dans 5, mais dans Fqw pour une valeur de

w > 195, 87, 86).

2.4 « Tempering » permettant d’améliorer

I’équidistribution

A la section 2.3, on a discuté de différents types de générateurs de nombres
aléatoires qui existent dans la littérature (c’est-a-dire de différents types de matrices
X). Lors de I'implantation de ces générateurs, la matrice B est trés souvent la matrice
identité. Dans [67], les auteurs utilisent pour la premiere fois une matrice B différente

de 'identité sur leurs TGFSR. Les matrices A des TGFSR qu’ils utilisent sont de la
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forme

(%}

a=| w | (2.20)

1 Ayp—1

Le probleme avec cette matrice A (avec B = [,) est que 1'équidistribution est
telle que ¢, < 2 pour tout ¢ > r, bien loin de la borne supérieure ¢ = |rw/t].
Afin d’améliorer 1’équidistribution, ils introduisent une transformation linéaire, le
tempering de Matsumoto-Kurita. Malgré cette transformation linéaire, 1’équidistri-

bution de ce type de générateur est bornée par

te <rlw/l].

On trouve un exemple d’utilisation d’un autre type de tempering dans [69] dans
lequel on applique une transformation linéaire similaire au tempering de Matsumoto-
Kurita. Mais encore une fois, les auteurs n’arrivent pas a atteindre la borne supérieure

pour plusieurs valeurs de /.

Dans [82], on applique diverses transformations linéaires sur un générateur de
type GCL polynomial et on obtient un générateur qui est équidistribué au maximum

(ME). Mais ce générateur est deux fois plus lent que la version sans tempering.

2.4.1 Tempering de Matsumoto-Kurita

Le tempering de Matsumoto-Kurita a été introduit dans [67] et a été modifié dans
[69] et [45]. 11 s’agit d’opérations qui s’effectuent rapidement sur un ordinateur et qui

ont démontré une bonne capacité a produire de bons générateurs. En combinant les
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idées de toutes ces références, on pourrait le définir par les opérations suivantes :

X, = trunc,(x,)
Sn = X, D (X, > u)
r, = s,® ((s, < 51)&Db)

(
t, = r,® ((I‘n<< SQ)&C)

Z, = t,® (t, > )

ou w, u, S1, So et [ sont des entiers et X,,, s, I, t,,, b, ¢ et z, sont des vecteurs de w
bits. Puisque normalement L < w, on obtient le vecteur y, en tronquant le vecteur

Z, pour ne garder que les L premiers bits.

Dans [67, 69], on donne des recommandations sur les choix de u, s1, s2 et [. On
décrit également un algorithme qui permet de choisir les vecteurs b et ¢ de fagon
a obtenir une bonne équidistribution pour I’ensemble de points €2, générés par les
valeurs successives. Cet algorithme est implanté dans REGPOLY [84] et est utilisé

plus loin dans cette these pour trouver de bons générateurs.

2.4.2 Permutation de bits

Un autre type de tempering est la permutation de bits [45, 82]. Ce tempering est

défini par les opérations suivantes :

X, = trunc,(x,) (2.30)
L0 = @) o< <w (2.31)
yn = truncg(z,) (2.32)

ou w est un entier, L < w et 7 : Z,, — Z,, est une permutation.

Une permutation qui peut étre implantée efficacement pour certains types de
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générateurs (voir [45, 82]) est
7(i) = pi+q mod w pour 0 < i < w.

Les deux parametres p et ¢ sont des entiers. Si p = 1, alors la permutation est en fait

une rotation de bits.

Soit G(z) = (Go(2),...,Gw-1(2)), le vecteur des fonctions génératrices des w pre-
miers bits de x,, et H(z) = (Ho(2),..., Hy_1(z)), le vecteur des fonctions génératrices
des w bits de z,. On remarque les vecteurs G(z) et H(z) ont les méme composantes,
mais permutées. Cette permutation des fonctions génératrices peut modifier assez

significativement 'équidistribution d'un générateur donné.

2.5 Détermination du polynome

caractéristique de X

Le polynome caractéristique de la récurrence x,, = Xx,_; peut étre déterminé
en calculant le polynéme caractéristique Px(z) € Fy[z] sur Fy de la matrice X par
Px(z) = det(X — Iz). Le polynéme Px(z) est de degré k. Le calcul de ce déterminant
peut s’avérer fastidieux quand k est grand. La méthode utilisée dans REGPOLY
n’est pas basée sur le calcul d'un déterminant. Elle est plutot basée sur ’algorithme
de Berlekamp-Massey [62]. Cet algorithme permet de calculer la plus courte relation
linéaire du type (2.1) qui géneére une séquence d’éléments dans un corps fini. Soit Q(z),
le polynome caractéristique de cette plus courte relation linéaire. Celui-ci s’appelle le

polynome minimal de la séquence.

Pour une valeur de i, 0 < ¢ < k, considérons la séquence {xg)}nzo produite par
la récurrence x,, = Xx,_; ot Xo # 0. Soit Q;(z) € Fa[z], le polynéme minimal de

cette séquence tel que calculé par I'algorithme de Berlekamp-Massey. On sait que la
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séquence {x% )}nzo suit aussi une récurrence linéaire dont le polynome caractéristique
est Px(z). Ceci implique que @;(2) divise Px(z). Si le polynoéme Py (z) est irréductible,
alors 'algorithme Berlekamp-Massey donne @Q;(z) = Px(z) pour i = 0,...,k — 1.
Ainsi, pour déterminer si le polynome caractéristique de la matrice X est primitif
(ou irréductible) ou non, on utilise I’algorithme 2.1 qui suit. Celui-ci détermine si le
polynéme minimal de la séquence {mgo)}nzo est primitif (ou irréductible) ou non. Pour

cet algorithme, on suppose que la matrice X est de plein rang.

Algorithme 2.1. Détermination de la primitivité (ou de lirréductibilité) du po-

lynéme caractéristique de X.
1. Fixer une initialisation non nulle x.
2. Calculer Qy(z), le polynéme minimal de la séquence {x%o)}nzo.

3. Sideg(Qo(z)) = k, alors faire un test de primitivité (irréductibilité) complet sur

Qo(2) et retourner le résultat.

4. Sinon retourner que le polynéme caractéristique n’est pas primitif (irréductible).

Pour un générateur de nombres aléatoires, on désire une matrice X dont le po-
lynéme caractéristique est primitif (ou seulement irréductible dans certains cas). Pour
trouver une telle matrice, il est nécessaire de vérifier que le polynéme minimal de la
séquence {x%o)}nzo est de degré k. Si ce n’était pas le cas, ceci signifierait que le
polynome caractéristique n’est pas irréductible. Dans ’algorithme, on fait référence
a un test de primitivité (irréductibilité) complet. Ce type de test est le sujet de la

prochaine section.
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2.6 Détermination de la primitivité

d’un polyndome

Pour déterminer si un générateur a une période de 2% — 1, il faut démontrer que

le polynéme caractéristique
k
Px(z) = 2F — Z a; 2" € Fy[z]
i=1

de X est primitif sur Fy ou a; € Fy, 1 <14 < k. L’algorithme classique pour déterminer

la primitivité sur Fy d’un polynome dans Fs[z] est 1'algorithme 2.2.

Algorithme 2.2. ([24]) Détermination de la primitivité d'un polynome Q(z) € Fy[z]
de degré k.
1. Factoriser r = 2¥ — 1 en un produit de nombres premiers distincts : p{* - - - py’.
2. Vérifier si 2" = 1 mod Q(z). Si ce n’est pas le cas, alors Q(z) n’est pas primitif.
3. Soit r; = r/p;, 1 < i < b. Pour chaque r;, vérifier si 2" # 1 mod Q(z). Si ce
n’est pas le cas pour au moins un seul r;, alors Q(z) n’est pas primitif.

4. Si Q(z) passe toutes ces vérifications avec succes, alors il est primitif sur Fs.

Quand £ est grand, les étapes 2 et 3 de cet algorithme sont tres couteuses.
Dans REGPOLY, nous utilisons certaines propriétés des polynomes irréductibles afin
d’éviter d’effectuer les étapes 2 et 3 inutilement. La premiere propriété utilisée est
que si Px(z) est irréductible, alors a;, = 1. Si ce n’était pas le cas, alors Px(z) serait
divisible par z. La deuxieme propriété est que le nombre de coefficients non nuls de
Px(z) est impair. Si ce n’était pas le cas, alors Px(1) = 0 ce qui implique que Px(z)
serait divisible par (z 4+ 1). Ces deux propriétés fort simples permettent d’éliminer,

sans grand effort, plusieurs polynomes qui ne sont pas irréductibles.

Le théoreme suivant caractérise les polynomes irréductibles d’un degré donné.
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Théoréeme 2.4. [56, 5] Soit ©41(2), Pa2(2),. .., les polynomes irréductibles de degré
d dans Fy[z]. Alors, pour n > 1,

H H Dyi(2) =2 + 2.

dn J

Tester I'irréductibilité d'un polynoéme est similaire au test de primalité d’un entier :
on doit déterminer si le polynome a au moins un diviseur. Par le théoreme 2.4, on
peut vérifier si un polynéme Q(z) est divisible par un autre polynéme de degré d|n en
calculant pged (22" + 2, Q(z)). Soit Ty(n), le temps nécessaire pour calculer pged(z2" +
z,Q(z)) et Tt(k), le temps nécessaire pour faire un test d’irréductibilité complet.
L’algorithme 2.3, qui est introduit dans [5], permet de déterminer assez facilement si

Q(z) a des facteurs.
Algorithme 2.3. Détermination de 'irréductibilité de Q(z) € Fylz].
Calculer pged (2% + z,Q(z)) pour n = 1,2, ... jusqu’'a ce qu'une des situations sui-
vantes soit rencontrée :
1. On trouve un pged non trivial. Dans ce cas, Q(z) n’est pas irréductible.
2. nTy(n) > Ty(k). Dans ce cas, on applique un test d’irréductibilité complet.

3. n > k/2. Dans ce cas, le polynoéme est irréductible.

L’algorithme suppose que Q(z) est un trinéme dans le critere défini a 'étape 2,
mais fonctionne quand méme trés bien dans le cas ou (Q(z) a plusieurs coefficients
non nuls (du moins, il a permis de déterminer l'irréductibilité de polynomes de tres

grand degré dans nos applications).

L’algorithme calcule pged(z?" + 2, Q(2)) pour plusieurs valeurs de n jusqu’a ce
qu’il trouve un pged non trivial. Dans [5], on a constaté empiriquement que ce test

élimine un polynéme @Q(z) sur n, si Q(z) est un trinome.

Ainsi, pour un trinome pris au hasard, pour I’algorithme 2.3, on définit le cott d'un

test qui détecte la réductibilité d'un polynome Q)(z) par le temps nécessaire pour ef-
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fectuer le test multiplié par 'inverse de la probabilité d’éliminer un polynome qui n’est
pas irréductible. Ainsi, le cotit de I’étape n est nTy(n) et le cout du test d’irréductibilité
complet est Ty (k). L’algorithme s’arréte lorsque le cotit du test d’irréductibilité com-

plet est moins grand que celui du test du pged (voir [5]).

Sin > k/2, alors Q(z) est nécessairement irréductible puisque s’il ne I’était pas,
alors il faudrait qu’il soit divisible par un polynéme g(z) de degré r > k/2. Dans ce
cas, il serait aussi divisible par h(z) = Q(z)/g(z). On remarque que h(z) est de degré

inférieur a k/2, ce qui ameéne une contradiction, puisque n > k/2.

Le test d’irréductibilité complet utilisé dans REGPOLY est celui de la fonction
ZENPolyIsNotIrreducible() de la bibliotheque ZENFact qui est basée sur la bi-
bliotheque ZEN [8]. Cette fonction implante 1'algorithme de Berlekamp [56].

Une fois qu'un polynome est prouvé irréductible, alors il faut tester sa primitivité.
Dans le cas ot 2 — 1 est premier, l'irréductibilité implique la primitivité [5]. Par
contre, si 2 — 1 n’est pas premier, pour tous les diviseurs premiers p; de 2 — 1, il faut
vérifier si 2"/P # 1 mod Q(z). Dans REGPOLY, on utilise un algorithme présenté
dans [92]. Celui-ci tente de réduire le temps nécessaire pour faire une exponentiation
en recyclant des résultats déja obtenus. Cet algorithme remplace ’algorithme 2.2 et

est le suivant.

Algorithme 2.4. ([92]) Algorithme 2.2 amélioré
1. Factoriser r = 2¥ — 1 en nombres premiers distincts : pf' - - - pi’.
2. q— [, pf " et qy(2) — 27 mod Q(2).
3. Pouri=b—-1,...,0, ¢;(2) < qiy1(2)"** mod Q(2).

4. Pour v =0,...,2, calculer
(2) — (=77 mod Q(2).

5. t1(z) « q1(2) et to(2) «— qo(2).
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6. Sito(z) =1ett;(z) #1pouri=1,...,b, alors Q(z) est primitif. Sinon, il ne

I’est pas.

L’algorithme 2.4 est essentiellement le méme que 'algorithme 2.2. Par contre 'al-
gorithme 2.4 spécifie la maniere de faire les exponentiations. A la fin de I’algorithme,

on a t;(z) = 2", donc les deux algorithmes calculent les mémes valeurs.

Un probleme sérieux qui limite souvent la détermination de la primitivité d’un
polyndme est qu’on ne connait pas toujours la factorisation de 2¥ — 1. Quand on sait
que k est un exposant de Mersenne, alors le temps de calcul est beaucoup moindre
puisqu’un simple test d’irréductibilité suffit. Si ce n’est pas le cas, alors il faut soit
calculer la factorisation, soit consulter des tables ou cette factorisation est donnée.
Quand REGPOLY détermine la primitivité d’'un polynome de degré k, il consulte une
table pour la factorisation de 2¥ — 1. Celle utilisée par REGPOLY provient du site
internet du projet Cunningham, http://www.cerias.purdue.edu/homes/ssw/cun/

index.html, maintenu par Sam Wagstaff.

2.7 'Tests statistiques

Nous avons testé la plupart des générateurs proposés dans cette these a 'aide de
tests statistiques contenus dans les batteries de tests Smallcrush, Crush et Bigcrush de
la bibliotheque TestUO01 [48]. Chacun des tests fonctionne sur le méme principe. Soit
ug, U1, . . ., une suite de nombres contenus dans [0, 1) C R produite par un générateur.

On essaie de trouver des arguments qui permettent de rejeter I’hypothese nulle
Ho : ug, uq, ... sont des variables aléatoires indépendantes et uniformes sur [0, 1).

Pour ce faire, on concoit une expérience statistique qui produit une variable aléatoire
continue Y (pour le cas ou 'expérience produit une variable aléatoire Y discrete,

voir le guide de TestUO01), a partir de variables aléatoires uniformes, pour laquelle on
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connait la distribution en supposant I’hypothese nulle. Avec le générateur de nombres
aléatoires a tester, on exécute l'expérience qui donne un résultat y. Avec celui-ci, on

peut calculer la p-valeur qui est
p = PrlY > y[Hy].

La distribution de p devrait étre uniforme sur [0,1). Si la p-valeur est trop petite
(par exemple, < 107°) ou trop grande (par exemple, > (1 — 107%)), alors on re-
jette 'hypothese nulle puisque le générateur a produit une valeur y qui est tres peu
probable. Lorsque nous reportons les résultats de tests statistiques auxquels certains
générateurs ont échoué, nous donnons la p-valeur afin de donner une idée du degré

de ’échec.

Pour les générateurs qui passent tous les tests statistiques, on n’a aucun argument
qui permette de rejeter I’hypothese nulle. Ceci ne prouve pas que les nombres pro-
duits sont des variables aléatoires indépendantes et uniformes sur [0, 1), mais nous

réconforte dans notre choix de les utiliser tout comme s’ils en étaient.

Pour les générateurs qui échouent a des tests statistiques, nous donnons les pa-
rametres du test et nous faisons référence au guide de TestUO1 pour l'explication
des tests. Ceci permettra de présenter les résultats aux tests le plus clairement et

succinctement possible.

Remarque. La batterie Crush contient plusieurs tests statistiques dont celui du rang
de la matrice (smarsa MatrixRank). Dans ce test, on remplit une matrice de bits g x h
avec les bits produits par le générateur et on calcule le rang de la matrice. Pour les

générateurs qui entrent dans le cadre défini par les équations (1.1)-(1.4), la matrice,
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qui est remplie ligne par ligne, est

Yo yi P
M _ 5’6 yc—&—l L S’Qc—l
S’(gfl)c S’(gfl)chl ce S’gcfl

ou §; est truncs(y; < r), s et r sont des parametres du test et ¢ = [h/s]. Pour les
vecteurs y;._1, on laisse tomber quelques uns des bits les moins significatifs pour que
la matrice ait h colonnes de bits. Si g > k, on remarque que les k — g dernieres lignes
ne sont pas linéairement indépendantes des k premieres lignes. En effet, on a toujours

k

Yn = Z A;¥Yn—j

j=1
pour n > k et pour certains a; € Fo, 1 <14 < k. Cette récurrence peut étre facilement
déduite du cadre général défini par (1.1)-(1.4). Ainsi, si g > k, la matrice M n’a

jamais toutes ses lignes linéairement indépendantes.

En supposant que la matrice M est produite de facon vraiment aléatoire ot chaque
bit est uniformément distribué sur {0, 1} et indépendant des autres, alors le rang de
la matrice devrait suivre une certaine loi de probabilité connue (voir le guide de
TestUO1). Pour les générateur utilisés dans cette these, si on applique le test avec
g > k, alors, le test échouera toujours parce qu’il n’est pas normal de toujours obtenir
des matrices telles que les g—k dernieres lignes ne sont pas linéairement indépendantes
des g premieres lignes. Par contre, quand k£ < ¢, il n'y a aucune excuse pour que le
test échoue (& moins que h > sk, auquel cas, les h — sk dernieres colonnes sont des

combinaisons linéaires de k des sk premieres colonnes).

Pour un générateur défini par les équations (1.1)-(1.4), a cause de sa structure,
nous ne mentionnerons que les échecs aux tests auxquels il est sensé réussir. Par
exemple, la batterie de tests Crush contient un test smarsa MatrixRank qui construit

des matrices 300 x 300. Si le générateur testé est tel que k = 128 et que la batterie
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Crush détecte une p-valeur suspecte, nous n’y ferons pas mention, puisque ce test ne
peut pas étre réussi. La batterie Crush contient aussi le test scomp_LinearComp, qui
tente de détecter des relations linéaires entre les bits. Puisque chacun des bits produits
par les générateurs dont il est question dans cette these sont produits a partir d’une
composition linéaire de bits produits précédemment, on ne s’attend pas non plus que

ces générateurs passent ce test.

Par contre, aucun des autres tests contenus dans Smallcrush, Crush et Bigcrush ne

devrait poser de problemes aux bons générateurs basés sur les équations (1.1)-(1.4).



Chapitre 3

Théorie des réseaux polynémiaux

Dans ce chapitre, on définit les réseaux polynomiaux et on explique comment ceux-
ci sont reliés aux récurrences linéaires dans un corps fini. Les résultats rapportés dans
ce chapitre, sauf pour la section 3.4, sont connus car ils sont tous issus des propriétés
des réseaux [96], plus particulierement des réseaux polynémiaux [40]. Par contre, la
maniere de présenter ceux-ci est originale, puisqu’elle prend en considération tous les
types de récurrences linéaires dans un corps fini qui utilisent la représentation matri-
cielle. Cette présentation permet d’arriver au résultat de la section 3.4 qui démontre
comment un réseau polynomial basé sur F, peut en engendrer un autre sur [F, si
q = p» pour un entier w > 1 et p est un nombre premier. Ce résultat est important
puisqu’il nous permettra de mieux comprendre la structure des générateurs introduits
au chapitre 5 et de démontrer certaines de leurs propriétés. Tout au long de ce cha-
pitre, les propriétés exposées sont illustrées a ’aide d'un générateur « jouet » qu’on

définit a la prochaine section.

Soit Ly, le corps des séries formelles de Laurent sur le corps a ¢ éléments IF,,.
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Définissons un réseau polynomial L, sur L, comme un ensemble de la forme

Ly = {V(z) = i ¢;(2)v;(2) tel que g;(2) € F,[z] pour chaque j}

=0
ol vo(2),...,vi-1(2) sont des vecteurs arbitraires dans L, indépendants sur L.
L’ensemble {vo(z),...,vi_1(2)} est une base du réseau polynomial L; et n’est pas

nécessairement unique. Si les vecteurs de la base sont tels que l'ensemble (F,[z])" de
tous les vecteurs en ¢ dimensions de polynémes dans [Fy[z] est inclus dans £;, alors
on appelle ce réseau un réseau polynomial d’intégration. Les réseaux polynomiaux

étudiés dans cette these sont tous des réseaux polynomiaux d’intégration.

Soit v(z) = vgz? + vg_12%t + - € L, ott vy # 0 quand v(z) # 0 et v(z) =
(vo(2), ..., v—1(2)) € L,. Soit la fonction deg : L, — Z définie par

dego(zy =4 ¢ IO
—00  sinon
On définit les normes
0 siv(z) =0
q2°8)  sinon
et
Iv(2)ll = max |vi(2)].

Soit Ly, 'ensemble des séries de Laurent v(z) € L, telles que log, [|[v(2)| < 0 (on

note L, o par Ly lorsque le contexte ne laisse aucune ambiguité). On définit I'ensemble
Ly =L,NL,={v(z) €L :log,|v(z)] <0}. (3.1)
Cette définition sera utilisée un peu plus loin dans ce chapitre.
Soit

Vo(Z)

vi_1(2)
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ou {vo(z),...,vi_1(2)} est une base de L, et soit W, la matrice

( wo(2)T o iwe g (2)T >

telle que VW = I, la matrice identité. On définit le dual du réseau polynomial L; par

le réseau L] généré par la base {wo(z),...,w;_1(2)}.

Une base qui est utile pour déterminer 1'équidistribution d’'un générateur (on
explique comment au chapitre 4) est une base réduite au sens de Minkowski. Pour

définir celle-ci, le théoreme suivant nous est utile.

Théoréme 3.1. (Mahler [57])
Soit ho(2), ..., hy_1(2), des points dans le réseau polynomial L, C 1L, avec les pro-

priétés suivantes :
1. hyo(2) est un plus court vecteur dans Ly ;

2. pour i = 1,...,t — 1, hy(z) est un plus court vecteur parmi l’ensemble des
vecteurs h(z) dans Ly tel que ho(2),...,h;—1(2), h(z) sont linéairement indépen-

dants sur L.

Les vecteurs ho(2), ..., hi_1(z) forment une base de L;.

Un systeme hg(z),...,h1(2) tel que décrit dans le théoreme 3.1 est une base
réduite du réseau L; au sens de Minkowski. Ce type de base n’est pas nécessairement
unique. A partir de cette base, on définit les valeurs o; = ||h;(2)|| qui sont unique-
ment déterminées par L£; et qui sont appelées minima successifs. Un algorithme de

Lenstra [54] permet de calculer efficacement un ensemble de vecteurs h;(z).

Ce type de réseau dans l'espace des séries formelles de Laurent est utile pour
déterminer 1'équidistribution. Il existe deux catégories de réseaux que décrivent les
générateurs a récurrence linéaire modulo 2. Le premier réseau, dit réseau polynomial
en dimension, n’est utile que pour certains types de générateurs, tels les générateurs

de type Tausworthe. La raison étant que pour la plupart des générateurs qui entrent
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dans le cadre des équations (1.1)-(1.4) le réseau en dimension £; engendré par ces
points est tel que £; contient beaucoup plus d’éléments que I’ensemble de points €2y, ;
produit par le générateur, ce qui le rend inutilisable pour nos fins. Le deuxieme type
de réseau, dit réseau polynomial en résolution, est produit par tous les générateurs a
récurrence linéaire dans un corps fini et I’ensemble £, contient le méme nombre de
points que I'ensemble de points 2 ;. Le réseau en résolution constitue le sujet de ce

chapitre.

3.1 Exemple

Avant d’entrer dans le coeur du sujet de ce chapitre, examinons un générateur
particulier qui est basé sur une récurrence linéaire dans Fy2. Cet exemple permettra

de mieux comprendre ce chapitre et ses implications.

Soit
00 ¢
T = 1 0 C )
01 14¢

une matrice 3 X 3, avec ses éléments dans Fy, dont le polynome minimal est P(z) =
22+ (1+0)2%+ 2+ ¢, ¢ € Fy et le polynome minimal de ¢ est R(z) = 2* + z + 1.
Soit la récurrence

t, =Tt,

ou

n n

et tﬁf’i) €Fy pourn>0,7=0,1,2 et ¢ =0,1. Ainsi, on peut représenter 1’état de la



50
récurrence par un vecteur de bits
£, = (00 40D 410 411 420);21)
= (D, E .0, 70) €
Le polynéme P(z) étant primitif sur Fgy, ceci indique que la récurrence définie par T

est de période (2%)3 — 1 = 63.

Pour illustrer la récurrence, nous donnons les valeurs que prennent tq, to et t3 a

partir de l'initialisation arbitraire to = (0, 1,0) € F% :

tl - ( 0 5 0 5 1 )
t2 - ( C ) C ) ]-+< )
ty = (1, 1+¢C, 0 )
Dans ce cas, les vecteurs tg, t;, to et t3 sont

to = (0,0,1,0,0,0)

t; = (0,0,0,0,1,0)

£ = (0,1,0,1,1,1)

£ = (1,0,1,1,0,0)

On peut définir un tres petit générateur de nombres aléatoires avec la sortie
Uy = z?%0)271 4 521)272 + 512)273 4 523)274 + 514)275 + 525)276

pour n > 0. Bien str, la période de ce générateur est beaucoup trop petite pour que
celui-ci puisse étre utilisé dans des applications réelles, mais il sera utile tout au long
de ce chapitre pour illustrer les concepts présentés. Ce type de générateur est décrit

plus en détails au chapitre 5.



ol

Avec l'initialisation to = (0, 1,0), on obtient les sorties

u = 273 = 0.125

w = 27° = 0.03125
Uy = 27242744275 4+2°6 = 0.359375
ug = 2714234274 = 0.6875

Soit {tg)}nzo, la séquence d’éléments dans F, produit par la (i + 1)-iéme coor-
donnée de la séquence {t, },>o & partir de 'initialisation to. On verra dans ce chapitre
que cette séquence peut étre produite par une fonction génératrice G;(2) = g:(z)/P(2)
et que le polynome g;(z) € Fy[z]/P(z) dépend de l'initialisation to. Pour une initiali-

sation ty donnée, on peut définir un vecteur de fonctions génératrices

G3 (T, to) = (Go(2), G1(2), Ga(2)) = (90(2), 91(2), 92(2))/ P(2)

ou la (i+ 1)-ieme coordonnée contient la fonction génératrice de la séquence {tgf)}nzo.

Nous verrons dans ce chapitre que I’ensemble
23(T<F4)) = {G3(T7 to) : t() S ]Fi}

est un sous-ensemble d’un réseau polynomial d’intégration L3(7'(Fy)), que 'on nomme

réseau polynomial en (Fy, 3)-résolution, produit par la matrice 7T

De plus, soit Q(z), le polynome minimal de la matrice T sur Fy et {ﬂf)}nzg, la
séquence d’éléments dans Fy produite par la (i 4+ 1)-ieme coordonnée de la séquence
{t,}n>0 & partir de l'initialisation to. Soit H;(z) = h;(2)/Q(z), la fonction génératrice

de cette séquence. Soit le vecteur

HG(T,tO) = (H()(Z),Hl(Z),HQ(Z),H3(2)7H4(Z),H5(Z))
= (ho(2), h1(2), ha(2), ha(2), ha(2), hs(2)) /Q(2)



52

des fonctions génératrices des séquences {ﬂf)}nzo produites a partir de I’état initial

to. Nous verrons dans ce chapitre que I’ensemble
EG(T(FQ)) = {H6(T, Eo) : E() S Fg}

est aussi un sous-ensemble d'un réseau polynomial d’intégration Lg(T(Fs)) et qu’il
est possible de l'obtenir a partir de L£3(T'(Fy)). Le réseau Lg(T'(F2)) se veut un « raf-
finement » du réseau L3(T'(F4)) et est appelé réseau polynomial en (Fy, 6)-résolution.
Ceci sera vu a la section 3.4 et constitue la contribution originale de ce chapitre.
Grace a cette connexion entre les deux réseaux, on réussit, au chapitre 5, a démontrer

des bornes sur 1’équidistribution de certains générateurs.

Afin d’illustrer I'utilité de ces réseaux, considérons la figure 3.1 ou on montre tous
les points (ug,u;) € [0,1)* construits & partir de toutes les initialisations possibles

to € F3. L’ensemble de tous ces points peut étre représenté de maniére compacte par
Qo2 = {(uo, u1) : to € F3}.

Comme illustré & la figure 3.1, si on divise [0,1)* en 64 carrés disjoints de dimension
273 x 273 alors on remarque que la moitié des carrés ont deux points et I'autre moitié
n’en ont aucun. Quand on partitionne [0,1)? en 16 carrés de dimension 272 x 272,
on voit que chacun des carrés contient exactement quatre points. Ceci correspond a
dire que le générateur n’est pas équidistribué pour la résolution ¢ = 3, mais qu’il 'est

pour £ = 2, donc {5 = 2.

On peut représenter ’ensemble de points de la figure 3.1 par un réseau en réso-
lution. Dans cette représentation, comme il est expliqué dans [101], on inverse les
notions de résolution et de dimension. Par exemple, & une initialisation t, € FS, on
peut associer un point en ¢ dimensions qui est donné par les fonctions génératrices
Hy(z), ..., Hy_1(z) associées a to. Ainsi, le point associé a tq est (Ho(2), ..., Hi—1(2)).
Le réseau en (IFy, 2)-résolution associé a €22 est illustré a la figure 3.2. Nous insistons

sur le fait que 'ensemble de points illustré a la figure 3.2 n’est pas g2, mais un
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0.875

0.75

0.625

0.5

0.375

0.25

0.125

¥
0
0 0.125 025 0375 05 0625 0.75 0.875 1

Figure 3.1 — Ensemble de points € ».

ensembles de points qui nous permet de visualiser le réseau en résolution décrit par
26 2. En considérant ’ensemble de points illustré, on peut déterminer la résolution a
laquelle on a la (2, £)-équidistribution. On remarque que si on partitionne [0,1)? en
carrés de dimension 272 x 273 (tel qu’illustré), alors il y a un point dans chacun des
carrés et I’ensemble de points illustré est tel que ¢, = 3. En se souvenant que pour
le réseau en (IFy, 2)-résolution, on a inversé les notions de dimension et de résolution
par rapport a l’ensemble de points original, on obtient que ce dernier est tel que
to = 3. Il existe toute une théorie qui justifie I'utilisation du réseau en résolution et

qui démontre la validité de ce qu’on vient de faire [101].

Quand vient le temps de calculer I'équidistribution de générateurs qui ont un état
tres grand (par exemple, espace des états est F5°0), il est impraticable de vérifier
de maniere visuelle I'équidistribution comme on vient de le faire. Pour y arriver au-

trement, on aurait recours au réseau en résolution L£y(7(Fs)). Un théoreme dont on
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Figure 3.2 — Illustration graphique du réseau en résolution décrit par (2 ».

fait mention au chapitre 4 permet de déterminer la valeur de ¢, a ’aide du réseau en

(Fy, £)-résolution et de sa base réduite au sens de Minkowski.

Au chapitre 5, on utilise la notion de réseau en résolution afin de démontrer plu-
sieurs propriétés dont celle concernant les bornes sur 1’équidistribution des nouveaux
générateurs introduits (pour certains choix de parametres). Egalement, on démontre
certaines propriétés sur le comportement de séquences de blocs de bits produites par

ces nouveaux générateurs a l'aide des réseaux en résolution.

Ce petit exemple donne un avant-gotit de ce dont traite ce chapitre. Le but de ce
chapitre est de jeter de bonnes bases afin de présenter certains théoremes connus et

d’autres nouveaux résultats qui font appel a la notion de réseau en résolution.
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3.2 Réseau en dimension

Dans le contexte des générateurs de Tausworthe, il est possible de caractériser

I’ensemble

{(Uo,ul, R 7Ut,1) 1 Xg € Fg}

par un réseau polynomial. A la section 2.3.2, on décrit la récurrence du générateur
de Tausworthe par les équations (2.10) et (2.11). Si on considere tous les t-tuplets
(G, Qiz1s - -+ Qire1) € LS,0 < i < 28 — 1, alors ceux-ci font partie d'un réseau £; qui

a pour base

vo(z) = (1,a(2),a(2)* mod P(2),...,a(2)"! mod P(z))/P(z),
vi(z) = (0,1,...,0),
vic1(z) = (0,0,...,1).

Celui-ci est un réseau polynomial de type Korobov. Pour plus de détails sur ce type
de réseau, voir [53] (en particulier la proposition 3.10). Ce réseau n’est pas utile pour
les besoins de cette these puisque seul un ensemble restreint de générateurs, dont
plusieurs sont décrits dans [103], sont tels que I'ensemble de points €2 ; produit par le
générateur contient le méme nombre de points que I'ensemble £, généré par I'ensemble
de points. Dans le cas contraire, £, ne représente pas nécessairement le comportement
de €. Par contre, pour tous les générateurs qui entrent dans le cadre des équations
(1.1)-(1.4), le réseau en résolution est tres utile. Ce type de réseau est le sujet du reste

de ce chapitre.
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3.3 Réseau polynoémial en (F,u,v)-résolution

Dans cette section et celles qui suivent, nous analysons la récurrence

ou T est une matrice non singuliere de dimension r x r dont les éléments sont dans
le corps fini F, et t,, = (t&o), . ,t;H))T € I, ot ¢ = p* et p est un nombre premier.
Cette récurrence est utile puisque nous 1'utilisons afin de définir deux générateurs
au chapitre 5. Dans ce cas précis, on a p = 2 et w est un entier relativement petit
(plusieurs exemples sont donnés avec w = 32). Cette analyse nous permet de définir

ce qu’est un réseau polynomial en (F,w,v)-résolution. Cette notion a été introduite

par Tezuka [101].

Soit P(z) = 2" — > a;z"", ot o; € F, pour i = 1,...,7, le polynéme minimal
de la récurrence (3.2). L’hypothese suivante est utile puisqu’elle garantit que chaque

élément de Fy[z]/P(z) a un inverse multiplicatif.

Hypotheése 3.1. Pour le reste du chapitre, on suppose que P(z) est irréductible sur

F

q-

I1 est bien connu que la séquence S; = {tﬁf)}nzo, pour 0 < 7 < r, avec une

initialisation appropriée, peut étre reproduite par une récurrence linéaire de la forme

=1

puisque la récurrence (3.2) est linéaire. Ceci signifie qu’on peut associer a S; une

fonction génératrice G;(z) [56] pour j =0,...,r — 1. Cette fonction est
Gj(z) = t(()j)z_l + tgj)z_2 +....

On P'appelle ainsi parce que les coefficients successifs de 7% génerent la séquence.

Comme a I’a déja affirmé au chapitre 2 dans le cas ou ¢ = 2, il peut étre démontré [56]
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qu’il existe un polynome unique g;(z) € Fy[z]/P(2) tel que G;(z) = g;(2)/P(z). Soit
G, (T, t0) = (Go(2), -, Gua(2)) = (90(2), - -, 9v-1(2))/ P(2) € L,

le vecteur des v < r premieres fonctions génératrices de la récurrence (3.2) avec état

initial to € F7.

Exemple 3.1. L’exemple de la section 3.1 est repris afin d’illustrer les différents

concepts que nous avons vus jusqu’a présent.

En choisissant 'initialisation arbitraire to = (0, 1, 0), on a obtenu certains vecteurs
ty, to et t3. On peut voir que, pour cette initialisation, les fonctions génératrices des

séquences S; = {t, ; }n>0 relatives a T', pour j = 1,2, 3, sont

Go(z) = 027! + 0272 + (273 + S .
Gi(z) = 271+ 0272 + Cz7% + (1+ C)Z_4 P
Gy(z) = 0278 + 272 + (1423 + 024 +...

Les termes en 2z~ de G;(z) ol ¢ > 4 sont déterminés par la récurrence
9 = (1+ Ot + ¢t + ¢t (3.3)
pour j = 1,2,3. On peut vérifier, en faisant la division par P(z), que
G;(T,ty) = (Go(2),G1(2),Ga(2))

= (90(2),91(2),92(2))/ P(2)
= ((,22+(140)z,2)/P(2).

3.3.1 Propriétés de G, (7 ty)

Le vecteur G, (7, tg) est le vecteur des fonctions génératrices de chacune des
séquences S; = {tgf )}nzo a partir d’'une initialisation donnée ty. Dans cette section,
on donne les propriétés de ce vecteur, ce qui nous menera, a la prochaine section, a

la définition d’un réseau polynomial. Ces propriétés sont illustrées a ’exemple 3.2.
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Proposition 3.1. Supposons que P(z) soit irréductible. Soit

G, (T,t9) = (90(2),...,9,-1(2))/P(2) € L,
et to, to € Fy. On a les propriétés suivantes :
1. GV(T, to) + G,,(T, Eo) == GU(T, to + Eo)

2. Pour un entier m > 0,

G, (T, T"ty) = G, (T,t,)
= (2Mgo(z) mod P(z),...,2"g,—1(2) mod P(z))/P(z).

3. Pour tout to # 0,ty # 0 € F7, il existe un f(z) € Fy[z]/P(2) tel que G, (T, to) =
G, (T, f(T)to) = (f(2)go(2) mod P(2), ..., f(2)gy-1(2) mod P(2))/P(z).

Démonstration.

1. Soit {t,}ns0 et {t,}n>0, les séquences produites par les initialisations tq et to,

respectivement. Soit

gj(z)/P(Z> = Ztsbj)z—n—l

n>0
et

Gi(2)/P(z) =Y iD=,

n>0
les fonctions génératrices des séquences {tg)}nzo et {1?53)}”20 respectivement.
Puisque la récurrence (3.2) est linéaire, alors l'initialisation (to 4 to) produit
la séquence {t, + t, },>0. D’olt on déduit que la fonction génératrice de {tgf )+
ESZ)}HZO est ano( W 4 f%j))z_"_l = (g;(2) + g;(2))/P(z). Ce qui démontre la
propriété 1.
2. Soit Gj(z) = g(2)/P(2) = D50 t9) 2771 la fonction génératrice de la séquen-
ce {tgf )}nzg produite avec l'initialisation t,. La fonction génératrice de la sé-
quence {t,(f )}an produite avec l'initialisation t,, est trivialement

Gy(2) = (=) P(2) = 3 19,2

n>0
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Puisque
Gi(2)/P(2) + > 2" = 2mg;(2)/P(2),

on vérifie directement que g;(z) = 2™g;(z) mod P(z). Ceci démontre la pro-
priété 2.

. Soit ty € [y, Pour tg £ 0, les vecteurs tg, Tto,...,T" 'ty sont linéairement
indépendants sur F, puisque s’ils ne ’étaient pas, il existerait des a; € F,,0 <

1 <r—1 tels que

0 = apty + CLthQ + -+ arflTriltO
= (CL[) -+ alT + -+ ar,lT“l)to

= (ap+a T+ +a_ T

Cette derniére équation est une contradiction avec le fait que P(z) soit le po-
lynéme minimal de T sur F, puisque le polynome P(z) = ag + a1z + -+ +
ar—12""" € F [z] est de degré inférieur a r et est tel que P(T') = 0. On peut donc
en conclure que les vecteurs to, T'tg, ..., T" 't sont linéairement indépendants
sur F, et qu’ils engendrent Fy puisque celui-ci est un espace en r dimensions
et que IF, est un corps. Ceci implique que, étant donné un ty # 0, un élément
ty € [y, tel que to # 0 et tyg # to, peut étre exprimé par une combinaison

linéaire dans F, des vecteurs to, T'to, ..., 7" 'to. On obtient
EO - boto + btho + R o br_lTT_ltO - (bo + blT + R o br_lTr_l)to - f(T)to

Ceci démontre I'égalité G, (T, to) = G, (T, f(T)to).

Légalité
G, (T, f(T)to) = (f(2)g1(2) mod P(z),..., f(2)g.(z) mod P(z))/P(z)

est déduite des propriétés 1 et 2.
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Exemple 3.2. Soit t; = (0,1,0) et t, = (0,0, 1), la matrice 7 étant la méme que
celle de la section 3.1. On sait que G3(T,to) = (¢, 22+ (1+()z, z)/P(2). On remarque
que ty = t; et que, par la propriété 2 de la proposition 3.1, on a que G;(T, EO) =
G3(T, f(T)to) = ((z,(z + ¢, 2%)/P(2). Le polynome de la propriété 3 est f(z) = 2.

Par la propriété 1, on a que Gs(T, (0,1,1)) = G3(T, to) + G3(T, to) = ((+(z, 2%+
z+(,2%+2)/P(2).
Lemme 3.1. Supposons que P(z) soit irréductible sur F,. Pour tout G,(T,ty) =
(90(2)s- -, 90-1(2))/P(z) ot ty # 0, il existe des polynomes r;(z),j = 1,...,v —1,

qut ne dépendent que de la matrice T' et non de ["tnitialisation tq, tels que

gi(z) =71(2)go(z) mod P(z). (3.4)

Démonstration. Pour une initialisation to donnée, les polynomes r;(z) existent puis-

que P(z) est irréductible. Soit

G, (T’ t0) = (90(2), - - -, gv-1(2))/ P(2)
et
G, (T, %) = (Go(2), -+ Go1(2))/ P(2).
Soit, de plus, f(z) € F,[2]/P(z), un polynéme tel que G, (T, f(T)ty) = G, (T, o). Ce
polynéme existe par la propriété 3 de la proposition 3.1 et Iirréductibilité de P(z).
On a
f(2)g;(2) = gj(2) mod P(z), 0 <j <.

On en conclut que

r;(2)go(z) mod P(z)

rj(2)f(2)go(z) mod P(z)
7;(2)go(2) mod P(z).
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A la troisitme équation, I'inverse de f (z) existe puisque le fait que P(z) soit irréducti-
ble garantit que 'anneau F,[z]/P(z) est un aussi un corps. On voit que les polynomes
7;(2) ont la propriété désirée pour une initialisation arbitraire to. Ceci implique que

les rj(z) ne dépendent pas de 'initialisation. O

Exemple 3.3. Pour la matrice T de la section 3.1, on a r1(z) = (z + (1 + ()2?% et
ro(2) = (1 4+ ¢)z. Avec l'initialisation ty = (0, 1,0), on obtient

r1(2)go(2) = (C2 + (1+ Q)2%)(¢) = (1 + )z + 2> = g1(2) mod P(z)

et
r2(2)g0(2) = (1 + ¢)2)(C) = 2 = ga(z) mod P(2).
Le lecteur peut vérifier que
ro(2)go(2) = go(2) mod P(z)
et 71(2)go(2) = ¢1(2) mod P(z)

avec 'initialisation to = (0,1,1) ou to = (0,0, 1).

On remarque que r1(2) = 2% mod P(z). La valeur 57 signifie que la séquence
S1 est 57 itérations en avant dans la récurrence (3.3) par rapport a la séquence S.
De plus, 73(2) = 2% mod P(z), ce qui signifie que la séquence S, est 43 itérations
en avant par rapport a la séquence Sy. On peut en déduire que la séquence Sy est
14 itérations en avant par rapport a la séquence Ss. A noter que si P(z) n’est pas
primitif, alors r;(z) n’a pas nécessairement la forme z* mod P(z) pour une valeur de
s donnée. Dans ce cas, les séquences S; et Sy ne sont pas nécessairement la méme

séquence avec des points de départ différents.

Lemme 3.2. Supposons que P(z) est irréductible sur F,. Soit 0 # to € Fy,
Gu(T,t0) = (90(2), - - 9v-1(2))/ P(2)

et

G, (T, to) = (1,91(2)go(2) " mod P(z),...,g,-1(2)go(2) " mod P(z))/P(z).
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Le vecteur G, (T, to) est indépendant de Uinitialisation to € Fr.

Démonstration. Soit to # 0 et to # 0, deux initialisations. De plus, soit

Gy (T, t0) = (90(2); - -+ 9v1(2))/ P(2)

et

G, (T, t0) = (o(2), -, gv-1(2))/ P(2).
Par la proposition 3.1, on sait qu’il existe un polynéme f(z) tel que
9i(z) = f(2)g;(z) mod P(z)

pour 7 =0,...,v — 1. Soit

G, (T,t0) = (1,51(2)do(2) "t mod P(2),...,G,-1(2)do(2)"* mod P(2))/P(z).
Ce vecteur est égal a

(L f(2)91(2)(f(2)g0(2)) ™" mod P(2),...., f(2)gu-1(2)(f(2)g0(2)) " mod P(2))/P(z)

qui, lui-méme, est égal a

G, (T,t0) = (1,91(2)g0(2) "t mod P(2),...,9,-1(2)go(2) " mod P(2))/P(z).

Donc, indépendamment de to, G, (7, to) est toujours le méme vecteur. ]

Exemple 3.4. Soit T, la matrice définie a I'exemple 3.1, et les initialisations ty =
(0,1,0) et to = (0,1,1). On sait, & partir des exemples 3.1 et 3.2, que G3(T,to) =
(G2 + (14 Q)2,2)/P(2) et Gy(T,Eo) = (30(2),31(2),3(2))/P(2) = (C + (2,22 +
2+, 2%+ 2)/P(z). L’inverse de ¢ dans F,[z]/P(z) (ou F4, peu importe) est (1 + ().
Calculons G(T, to) :

go(2)go(2)t = C(1+4+¢) = 1 mod P(z)
a1(2)gp(2)™ = Z*+1+02)(1+¢) = (1+22+¢z mod P(z)
g2(2)go(2)™t = 2(1+¢) = (14+)z mod P(z).
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On obtient G(T,to) = (1, (1 + ¢)2® + (2, (1 + ¢)z)/P(z). Vérifions qu'on obtient le

méme résultat avec I'initialisation to. Dans ce cas-ci, §o(2) ™' = (1+¢)z+(2> mod P(z)

et
W) = (CHCN(M+Qz+¢2) = 1 mod P(2)
n(2)g(2)" = (P+z+O(A1+02+¢2%) = (1+)2*+¢2 mod P(z)
(i) = (1402 4¢H) = (14+Q:  mod P(2).

On voit, dans cet exemple, que le vecteur G(T', to) est le méme.

Définition 3.1. Puisque G, (T, ) est indépendant de t,, définissons G, (T) par le

vecteur G, (T, to) pour une initialisation to # 0 € F7 arbitraire.

Exemple 3.5. Pour la matrice T" définie a 'exemple 3.1 et l'initialisation t, =

(0,1,0), on a calculé G(T,ty) a 'exemple précédent. Par la définition 3.1, on a

G,(T) = G(T,t0) = (1,1 + Q)2* + (2, (1 +¢)2)/ P(2).

3.3.2 Réseau polyndmial construit a partir de G, (7T

Dans cette section, on définit le réseau polynomial L, (T') engendré par la récur-

rence (3.2). On présente a la fin de cette section un résultat démontrant que I’ensemble
®,(T) = {G,(T,t0) : to € F}

de tous les vecteurs G, (7', tg) sont des éléments du réseau polynomial £,(T") et que
chaque élément de £, (T), qui est défini & équation (3.1), est contenu dans @, (7).
Bref, on montrera que ®,(T) = L,(T). Les résultats de cette section sont illustrés a

I’aide de la matrice définie & la section 3.1.
Lemme 3.3. Les vecteurs vo(2),...,v,-1(z), ot
vo(2) = G, (T)

et vi(z) est le (i + 1)-ieme vecteur de la base canonique pour i = 1,...,v — 1, sont

linéairement indépendants sur L.
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Démonstration. 11 suffit de démontrer que la premiére coordonnée de v((z) est non
nulle. C’est bien le cas, puisque dans le cas contraire, cela signifierait que la premiere

ligne de T est zéro, ce qui contredirait la non singularité de 7. O

Définition 3.2. Soit £,(7), le réseau polynomial généré par la base

{vo(z),...,v,_1(2)}
vo(2) = G,(T)

et v;(z) est le (i + 1)-ieme vecteur de la base canonique pour ¢ = 1,...,v — 1. Ce

réseau est appelé réseau polynomial en (Fy, v)-résolution généré par T.

Proposition 3.2. Soit G,(T) = (1,¢1(2),...,9,-1(2))/P(2). Une base du réseau
dual L(T) du réseau polynomial L,(T') est

wo(z) = (  P(2) , 0, ..., 0)
wi(z) = ( —gi(2) , 1, ..., 0)
w,_1(2) = ( —g,a(2) , 0, ... , 1)

Démonstration. Ceci est vérifié directement a 1’aide de la base donnée a la définition
3.2 et par la définition de la base duale. Le produit scalaire de w;(z) et v;(2) est tel

que
1 sii=j
wi(2).v;(2) = .
0 sinon

[]

Exemple 3.6. Soit T, la matrice définie a I’exemple 3.1. Le réseau polynomial £3(7T)

est celui engendré par la base

vo(2) =( 1, 1+Q+¢ . ((+1)z )/P(2)
vi(z) =( 0 , 1 , 0 )
vo(z) =( 0 , 0 : 1 ).
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Une base possible du réseau dual est donnée par

wo(z) =( 224+01+22+¢+¢ , 0, 0 )
wi(z) =( 1+ ¢)2% + (2 , 1, 0)
WQ(Z) = ( (C + 1)Z ;0,1 )

Soit
®,(T) = {G,(T,t0) : to € Fy }
ou v < r. Il s’agit de 'ensemble de tous les vecteurs G, (T, to) construits a partir de
toutes les initialisations ty possibles. L’ensemble @, (7T) est un sous-ensemble du réseau

L,(T) qui contient tous les éléments v(z) de L, (T') tels que log, [[v(z)|| < 0. C’est ce

que démontre le prochain théoréme. Pour celui-ci, rappelons que £,,(T') = £, (T)NL,0.

Théoréme 3.2. On a ¢,(T) = L,(T).

Démonstration. Soit

vo(2) = Gu(T) = (90(2), - 9v-1(2))/ P(2)
ol go(z) =1 et v;(2),1 <j <wv,estle (j+ 1)-ieme vecteur de la base canonique.

Démontrons que ®,(T) C L,(T). Soit G,(T,t0) = (Go(2), ..., G,-1(2))/P(z), un
élément arbitraire de ®,(T"). Soit f(z), un polynome tel que

9;(2) = f(2)g;(2) mod P(z),

pour j = 0,...,r — 1. Ce polyndome existe par la proposition 3.1. Dans le cas qui
nous concerne, on a f(z) = go(z). Soit Cj(z) = (gj(2)do(z) mod P(z))/P(z) —
9j(2)Go(2)/P(z) pour 1 < j < v. Notons que C}(z) € F,[z]. Il est facile de vérifier la

validité de 1’équation

(Go(2), .., Gu-1(2))/P(2) = Go(2)vo(2) + Ci(2)vi(2) + -+ Crq1(2)Vi_1(2).
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Ceci implique que ®,(T) C £, (T). Etant donné que tout G, (T, to) € ®,(T) est tel
que log, [|G, (T, to)|| < 0, il en résulte que @, (T) C L,(T).

A présent, démontrons que L, (T) C @, (T). Soit
G(2) = (Go(2), ..., Gv1(2)) = qo(2)vo(2) + - + qu-1(2)Vi-1(2),

un élément arbitraire de £,(T). Etant donné que G(z) € L, (T), alors log, |G(2)] <
0 pour j = 0,...,v — 1. Puisque vo(z) = (1,91(2),...,9,-1(2))/P(z) et que la
premiere coordonnée des vecteurs vq(z),...,v,_1(z) est nulle, il est évident que
qo(z) = P(2)Go(2). Une fois go(z) déterminé, on peut établir, sans aucune ambiguité,

que
Gj(2) = (2)g;(2)/P(2) + ¢;(2)
pour 7 =1,...,v—1.

Sans perte de généralité, posons ¢;(z) = —qo(2)g;(2) mod P(z) + ¢j(2) ou ¢;(2)

est un polynéme dans F,[2]. Ceci implique que
Gj(2) = q0(2)g;(2)/ P(2) = qo(2)g;(2) mod P(2) + q;(2).
De plus, puisque
log, |q0(2)g;(2)/P(2) — qo(2)g;(2) mod P(z)| <0
ot que ¢}(2) € Fy[z], alors nécessairement g¢/(z) = 0. Dans ce cas,
¢j(2) = qo(2)g;(z) mod P(2)
et
G;(2) = qo(2)9;(2)/ P(2) — qo(2)g;(2) mod P(2) = (g0(2)g;(2) mod P(2))/P(2).
On obtient

G(2) = (20(2), 90(2)g1(2) mod P(2), ..., go(2)gy-1(2) mod P(z))/P(z).



67

On sait qu’il existe une initialisation tq telle que

G, (T, t0) = (1,01(2), -, 9v-1(2))/ P(2) € ®u(T).

Soit 'initialisation t, telle que to = qo(T)to. A partir de celle-ci, on obtient

G, (T’ o) = (90(2), @0(2)g1(2) mod P(2),. .., qo(2)g,-1(2) mod P(2))/P(z) = G(2),

ce qui démontre que G(z) € ®,(T). Puisque que G(z) a été choisi arbitrairement

dans £, (T), ceci implique que £,(T) C ®,(T).

Finalement, puisque ®,(T) C £, (T) et que L£,(T) C ®,(T), on peut conclure que
L,(T)=2,(T). O

3.4 Réseau en (F,,()-résolution

Dans cette section, nous partons du réseau polynomial L£,(7T) pour en définir
un nouveau, L,(T(F,)), qui se veut un raffinement du premier réseau. Les éléments
de ce nouveau réseau sont des vecteurs en ¢ dimensions de fonctions génératrices
de séquences dans IF,. Ce raffinement est utile au chapitre 5 pour démontrer le

théoreme 5.3.

Pour pouvoir manipuler les éléments de F, ot ¢ = p*, w > 1 et p est une puis-
sance d’un nombre premier, il est nécessaire de représenter ceux-ci dans une base
prédéterminée de F, sur F,, (pour le lecteur peu familier avec la notion de base, 'an-
nexe B passe en revue cette notion). Soit (fi,. .., By), une base ordonnée de F, sur

. () A 4 2 . w
[F,. La séquence {5’ },>¢ peut étre représentée par une séquence de vecteurs dans F,

{(tnj1,- s tnjw) tn>o

ou tY) = Bitnj1 + -+ + Buwlnjw. Alnsi, & partir d'une séquence {tﬁlj)}nzo, on peut

définir w nouvelles séquences {¢, ;;}tn>0 pour i = 1,...,w. Ces nouvelles séquences
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suivent une récurrence linéaire de la forme
rw

tgi = D Fmtn-m,i (3.5)
m=1

dans F, ou K, € F, pour m = 1,...,rw, et définissent chacune une fonction
génératrice

hjuwrio1(2) = tojiz ' +t1jiz 2 4+
Le polynome caractéristique de cette récurrence est Q(z) = 2™ =Y """ | k2™ 7™, On
remarque que P(z) divise Q(z), car la séquence {tg )}n20 suit également la récurrence
(3.5). Le fait que Q(z) soit de degré rw devient évident a lumiere de I’équation (3.6).

Ainsi, le vecteur t,, = ( 510)’ e SZ“‘”) € I, peut étre représenté par le vecteur

(tn0,15 -+ st b1 s by - - s bp 1,1 - -+ s bnp—10) € T
et les séquences {t, ;. }n>0 sont caractérisées par les fonctions génératrices
Hjwrio1(2) = Pjuyio1(2)/Q(2) = tojiz ™+t a2 2 4o
On peut également définir la récurrence
t, =T (Fp)t,—1 € F" (3.6)

ou T'(IF,) est une matrice de dimension rw X rw obtenue en remplagant chaque élément
T;; de T par Ar, ;, une matrice w X w, dont ses éléments sont dans I, qui effectue
la multiplication par 7;;, mais dans la représentation de la base (3i,...,03,). On
remarque que la récurrence (3.6) entre dans le cadre défini par la récurrence (3.2) et
que (3.6) peut engendrer des réseaux polynomiaux Ly(T(F,)) pour £ =1,...,rw. La
base du réseau L,(T(F,)) est {Vo(2),...,Vi(2)} ot vo(2) = Go(T(F,)) et v;(z) est le
(7 + 1)-ieme vecteur de la base canonique pour j = 1,...,¢ — 1. Dans ce qui suit, on

explique comment obtenir Gy(T'(F,)) & partir de G,.(T)

Soit (1, ..., fw), une base ordonnée, et {z;};>0, une séquence d’éléments dans F,

avec sa fonction génératrice

G(2) = g(2)/P(2) =moz ' + 11272 +--- €L,
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ouz; = (xuf + - + Tiwby) € Fyet x;; € Fypour j =1,...,w, i > 0. Alors G(2)

vérifie les équations suivantes

G(2) = (wo1fr+ -+ zowfBu)z "+ (enfi+ -+ Trwfu)z >+
= Z(xilﬁl ot Tiwfu)z

i>0
—1—1 —i—1
= E iz +~--+E TiwBw?
i>0 i>0

= biho(2)/Q(2) + -+ + Buhw-1(2)/Q(2)

ou hj(z) € Fplz] pour i > 1et 0 < j < w, et Q(z) € Fylz] est le polynéme minimal

de la séquence {x;};>o sur F,. Alors, on obtient

9(2)/P(z) = Piho(2)/Q(2) + - + Puhw-1(2)/Q(2) (3.7)

ou P(z) divise Q(z) dans F,[z] parce que Q(z) et P(z) sont des polynomes ca-
ractéristiques de la méme récurrence dans F,. De cette derniére équation, il est facile

de déterminer les polynomes h;(z) € Fylz] pour j =0,...,w — 1 a partir de g(z).
Exemple 3.7. Soit g(2) =1let P(2) =2+ (1+()2*+(2+ ¢ Ona
G(2)=9g(2)/P(z) =02 "+ 0224+ 23+ (1+ )z + 02+ (1 4+ )z "+ .

Soit (51, F2) = (1,(), une base ordonnée de F, sur Fy. Dans ce cas, ¢ = 4, p = 2 et

w = 2. Avec cette base, on obtient
G(z)=g(2)/P(z) = B1.(0z7'+022+22+2140274+25+-.+)
+ G027+ 027240224+ 27440254+204..+)
= [iho(2)/Q(2) + Bhi(2)/Q(2)
Le polynéme minimal de la séquence 0,0, 1, (1 + (),0,(1 +(),... sur Fy est Q(z) =

2% + 2% + 1. Ceci est facilement vérifiable en observant que Q(z) est irréductible sur

Fs et que la séquence obéit a la récurrence

Tnt6 = Tngs + Tn. (3.8)
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On remarque que P(2)|Q(z) puisque Q(z) = P(2)(23 + (22 + (1+ )z + (1 +()). Les
polynomes h;(z), j = 0,1, sont ho(z) =2+ 2+ 1 et hy(z) =22+ 2+ 1.

Définition 3.3. On appelle le réseau L,(T(F,)) le réseau polynomial en (F,,0)-

résolution décrit par T.

Soit G,(T) = (1,g1(2), ..., g,-1(2))/P(z). De I’équation (3.7), on voit que

G(T(Fy), to) = (ho(2), . .-, hi1(2))/Q(2) (3.9)

pour une certaine initialisation to € F)" ou £ < vw et

9i(2)/P(2) = (Brhju(2) + - + Buhjuiw-1(2))/Q(2) (3.10)

pour j =0,...,v—1. A partir de ces équations, il est possible de construire une base

pour le réseau en (F,, ¢)-résolution L,(T'(F,)). Ceci est illustré dans I'exemple 3.8.

Mais avant de passer a cet exemple qui clot ce chapitre, nous précisons que pour
la plupart des générateurs dont il est question au chapitre 2, on a ¢ = 2 (donc w = 1),
r = k et que la matrice T est la matrice X de transition. Ainsi, le raffinement dont il
est question dans cette section n’est pas possible et les réseaux polynomiaux en (IF,, v)-
résolution et en (F,, ¢)-résolution sont le méme réseau quand ¢ = v. Par contre, ce

raffinement est tres utile pour les nouveaux générateurs introduits au chapitre 5.

Exemple 3.8. Soit 7', la matrice définie a I’exemple 3.1. Pour représenter les éléments
de [y, on utilise la base ordonnée polynomiale (51, 32) = (1,(). Correspondant a la

matrice T', la matrice T'(F2) est

000O0O0T1
000O0T11
100001
01 0011
001011
000110
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Soit la récurrence t, = T(F3)t, ;. On pourrait calculer Gg(T(F,)) de la méme
maniere qu’on a calculé Gs(T) dans les exemples 3.1-3.6, mais nous utiliserons plutot
(3.10). On sait que G3(T) = (1, (1+¢)z*+ (2, (1 +()z)/P(2). Pour une initialisation
to € FS non encore déterminée, calculons Gg(T(Fs), to = (ho(2), ..., hs(2))/Q(2). A
'exemple 3.7, avec go(2) = 1/P(z), on a obtenu hg(2) = z3+2+1 et hy(2) = 22+2+1.

En procédant de la méme maniere qu’a 'exemple 3.7 avec ¢1(z) et ga(z), on obtient

g(2)/P(z) = (1+Qz " +0z2 427+ + (1 4+ + (1 4+ + -+
@(2)/P(z) = 071+ (14 Q22+ ¢34 07 4 (270 (0 4o

et
he(2)/Q(z) = 27 ' +022+23 402" +2 5420+
h3(2)/Q(2) = 271 +02 240234271 +2°4+204...
ha(2)/Q(z) = 02 4224023 +024 40254020+
hs(2)/Q(z) = 027 +122+123 402442542764,
ol

>

9(2) = P48 42242

>

3(2) = 254+ 244 22

> S

z

(2)

(2)

a(z) = 4+28
5(2) = 24 +22 42

Soit la séquence Rjy+i—1 = {tnji}tn>o pour j =0,1,2 et i = 1, 2. Il est facile de calculer
2* mod P(z) et de démontrer que hy(z) = 2*'ho(z) mod P(z). Ceci signifie que la
séquence R est en avance de 21 itérations sur la séquence Ry dans la récurrence (3.8).
Aussi, on observe que hy(z) = 2°7ho(2) mod P(z), ce qui indique que la séquence Ry

est en avance de 57 itérations sur la Ry, ce qu’on aurait pu prédire puisqu’on avait

remarqué le méme phénomene entre les séquences S et Sy a I'exemple 3.3.

Puisque la méme base de F, sur [y est utilisée pour représenter les éléments des
séquences Sy, S1 et S, on peut « prédire » que hz(2) = 2% hy(2) et hs(2) = 22 hy(2).
On peut également prédire, a partir des résultats obtenus a I’exemple 3.3, que hy(z) =

21Ny (2). Grace A tous ces résultats et le fait que P(z) soit primitif, on peut prédire
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I'avance de chacune des séquences I;, 1 < j <5, par rapport a la séquence Ry dans
la récurrence (3.8). Le tableau 3.4 illustre les séquences Sj, Sz, S3 ainsi que leurs
séquences dérivées Ry, ..., R5. Pour ce faire, on utilise comme référence la séquence

So dont la fonction génératrice est
Go(2) =1/P(2) = moz + 2 2 F a2 + gz +ay27 % 4 -+
ol z, € Fy pour n > 0. Etant donné que Gy(z) = (2% go(2) mod P(2))/P(z), on a
Gi1(2) =1/P(2) = x572 4+ w5827 2 + 2592 % + w02t + 16027 + -+ - .

On peut obtenir Go(z) de la méme maniere. Dans les premieres colonnes du ta-
bleau 3.4, on donne les fonctions génératrices Go(z), G1(z) et Ga(z). On peut aussi

considérer la (i 4+ 1)-iéme colonne comme la séquence S;, pour i = 1,2, 3.
Soit
Ho(2) = ho(2)/Q(2) = Toz * + 12 2+ Tz > + T3z P + 42+ -+ .

On peut se servir de cette fonction génératrice comme référence pour décrire Hi(z),

..., Hs(2). Par exemple, puisque H;(z) = (2*'ho(z) mod Q(z))/Q(z), on peut écrire
Hi(2) = To127 4+ Bop2 2 4+ To32 2 + gzt 4+ Tos2 > + -+ - .

On peut exprimer Hy(z),..., Hs(z) de la méme maniere. Dans le tableau 3.4, on
donne les fonctions génératrices Hy(2), ..., H5(z) dans les six dernieres colonnes. On

peut aussi considérer la (i + 6)-ieme colonne comme la séquence R; pour i =0,...,5.

On peut maintenant déterminer Gg(7T(FFy)) en calculant Pinverse multiplicatif

de ho(z) dans Fy[z]/Q(z), soit ho(z)~!, et en multipliant h;(z) par ho(z)™' dans
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Fy[2]/Q(2), pour j =0,...,5. On a ho(z)™' = 2° + 22 + 1 mod Q(z) et

ho(2ho(5)! = 1 mod Q(2)
hi(2)ho(2)™t = 2242 +2°+1 mod Q(z)
ho(2)ho(2)™! = 22+ 24 +1 mod Q(z)
ha(2)ho(2)™! = 2" +22+1 mod Q(z)
ha(2)ho(2)™' = 24 +1 mod Q(z)
hs(2ho(2)) = = mod Q(2)

vo(2) = (1, 22+ 24422 +1 , S+ +1 , A+22+1 , 241 ,2)/Q)
vi(z) =(0, 1 , 0 , 0 , 0 ,0)
va(z) = (0, 0 , 1 , 0 , 0 ,0)
vs(z) = (0, 0 0 1 0 ,0)
va(z) = (0, 0 L0 .0 1 ,0)
vs(z) = (0, 0 .0 , 0 , 0 1)

wo(z) = (8+2°+1 ,0,0,0,0,0)
wi(z) = (FP+222+22+1 ,1,0,0,0,0)
wo(z) = (P42 +1 ,0,1,0,0,0)
wi(z) = (*+22+1 ,0,0,1,0,0)
wi(z) = (2*+1 ,0,0,0,1,0)
ws(z) = (z ,0,0,0,0,1)

Considérons maintenant le réseau polynomial Lo(7(Fs)). En prenant chacun de
ses éléments G(z) € Lo(T(F3)), et en plagant dans [0,1)? les points en deux dimen-
sions obtenus en remplacant z par 2 dans I'expression de G(z), on obtient ’ensemble
de points illustré a la figure 3.2. En calculant le plus court vecteur dans le réseau

L3(T(Fy)) (qui ne correspond pas a la plus courte distance entre deux points illustré
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Tableau 3.1 — Les fonctions génératrices Go(z), G1(z) et Ga(z) exprimées en fonction

de Gy(z), ainsi que les fonctions génératrices Hy(z), ..., Hs(z) en fonction de Hy(z).
Go(z) [ Gi(z) | Ga(7) Ho(z) Hi(2) [ Ha(z) Hs(z) [ Ha(z) Hs(2)
271 o T57 43 Zo T21 57 15 T43 T1
272 1 58 T44 1 T22 Ts58 T16 T44 T2
273 T2 T59 45 T2 T23 T59 T17 T45 z3
z74 3 60 46 z3 T24 60 18 T46 T4
273 T4 61 47 T4 T25 61 19 Ta7 T5
276 5 62 48 T5 T26 T62 20 T48 T6
277 6 0 T49 T6 Tar Zo T21 T49 T7
z=8 7 1 50 7 T28 1 T22 T50 T8
z79 8 T2 51 z8 T29 T2 T23 Ts1 Tg
z~10 g 3 T52 Zg T30 z3 T24 T52 10
z~ 11 10 T4 53 10 31 T4 T25 T53 T11
z712 T11 5 T54 T11 T32 T5 T26 T54 T12
z713 r12 T6 55 T12 33 Te Ta7 T55 13
z~ 14 13 7 56 T13 T34 7 T28 T56 T14
z718 T14 g 57 T14 T35 8 T29 T57 T15
z716 15 g 58 15 36 Tg 30 T58 T16
e 16 10 T59 T16 37 10 31 T59 T17
2718 17 T11 60 T17 38 T11 32 60 T18
2719 18 T12 T61 T18 39 T12 33 T61 T19
2720 19 13 T62 T19 T40 T13 T34 T62 20
272 20 T14 zo T20 T41 Ti4 35 Zo T21
z722 21 15 1 T21 T42 15 36 1 T22
2723 22 16 T2 T22 T43 16 37 T2 T23
zm 24 23 17 3 T23 Ta4 T17 38 z3 T24
2725 24 18 T4 T24 T45 18 39 T4 T25
2726 25 19 5 25 T46 19 ZT40 T5 T26
2727 26 20 6 T26 Tav T20 T41 T6 Ta7
z728 Tor T21 7 Tor T48 T21 T42 T7 T28
z729 28 22 ] T28 T49 T22 T43 T8 T29
z—30 29 23 9 T29 T50 T23 Ta4 Tg T30
z—31 30 T24 10 T30 T51 T24 T45 10 31
z 732 31 T25 T11 T31 T52 T25 T46 T11 32
z733 32 26 T12 T32 T53 T26 Ta7 T12 33
z734 33 T27 13 33 T54 Ta7 T48 13 T34
z735 T34 28 T14 T34 T55 T28 T49 T14 T35
z736 35 29 15 T35 T56 T29 T50 T15 36
z=37 36 30 16 T36 Ts7 30 T51 T16 37
z738 37 31 17 37 T58 31 T52 T17 38
2739 38 32 18 38 T59 32 T53 18 39
z740 39 33 19 39 T60 33 T54 T19 T40
274 40 T34 20 40 61 T34 T55 20 T41
z742 41 35 21 T41 T62 T35 T56 21 T42
7743 T42 36 22 T42 Zo 36 Ts7 T22 T43
b 43 37 23 T43 1 37 T58 T23 T44
z748 T44 38 T24 Ta4 2 38 T59 T24 T45
2746 45 39 25 T45 z3 39 60 T25 T46
z=47 T46 40 26 T46 T4 40 Te1 T26 Tav
z748 Ta7 T41 Tor Tar T5 Ta1 T62 Tav T48
z749 48 T42 28 T48 Te T42 Zo T28 T49
z=50 T49 43 29 T49 7 T43 1 T29 T50
z751 50 T44 30 T50 8 T44 T2 30 T51
z752 51 T45 31 T51 Zg T45 z3 31 T52
z7 53 52 T46 32 T52 T10 T46 T4 32 T53
z 754 53 T47 33 T53 T11 T47 T5 33 T54
2755 Ts4 48 T34 Ts4 T12 T48 T6 T34 T55
z756 55 T49 35 T55 13 T49 7 T35 T56
2757 56 50 36 T56 T14 T50 T8 36 T57
z758 57 T51 37 Ts7 15 T51 Tg 37 T58
z759 58 T52 38 Ts58 16 T52 10 38 T59
2760 T59 53 39 Ts59 T17 T53 11 39 60
2761 60 T54 40 T60 18 Ts4 T12 40 T61
2762 61 T55 41 61 19 T55 13 T41 T62
2763 62 T56 T42 T62 20 Ts56 T14 T42 Zo
2764 o T57 43 Zo T21 Ts7 15 T43 T1
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a la figure 3.2), on peut déterminer la valeur ¢, par un théoréeme qui est présenté au

prochain chapitre.



Chapitre 4

Criteres d’uniformité

Pour un générateur de nombres aléatoires, la séquence des nombres produits par
celui-ci doit se comporter le plus fidelement possible comme une séquence de variables
aléatoires {U, },>¢ indépendantes uniformes sur 'intervalle [0, 1). Bien str, comme il
a été dit précédemment, il lui est impossible de remplir son role a la perfection étant
donné son caractere déterministe. Malgré cela, on peut parvenir assez pres du but

visé pour que les générateurs de nombres aléatoires soient utiles.

Les variables aléatoires uniformes sur [0, 1) de la séquence {U,, },>o sont indépen-
dantes et identiquement distribuées si et seulement si, pour tout entier i > 0 et
t > 0, le vecteur w;; = (U, ..., Ui4—1) est uniformément distribué sur [0,1)". Pour

un vecteur u uniformément distribué sur [0, 1), on a la propriété suivante.

Proposition 4.1. Un vecteur u € [0,1)" est uniformément distribué sur [0,1)" si et
seulement si la probabilité que celui-ci soit contenu dans un sous-ensemble mesurable

M de [0,1)" est égale au volume de ce sous-ensemble.

Par cette propriété, on peut tenter d’évaluer dans quelle mesure la séquence

{ty }n>0 produite par un générateur de nombres aléatoires imite bien une séquence de
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variables aléatoires uniformes et indépendantes sur [0,1). Une maniere de faire cela

est par ’équidistribution.

Pour déterminer ’équidistribution, on divise I'hypercube [0,1)! en 2% hypercubes
de méme taille et de méme volume 27*. Pour un ensemble de points P, de n =
2% points qui sont tous des variables aléatoires uniformes indépendantes sur [0, 1),

2=t points dans chaque

par la proposition 4.1, on devrait retrouver, en moyenne,
hypercube. Pour un ensemble de point P, donné, la valeur de A; (définie dans la
section 1.5) est une mesure de ’écart entre le comportement moyen d’un ensemble de
points uniformément distribués sur [0, 1)" et le comportement de P,. La g-valeur, une
autre mesure d’'uniformité définie a la section 4.4, exploite les mémes idées sauf que

celle-ci ne considere pas seulement les partitions qui divisent [0,1)" en hypercubes,

mais aussi celles qui le divisent en hyper-rectangles de plusieurs formes et volumes.

Une autre mesure d’uniformité considérée dans cette these est d*(F,), la plus
courte distance entre deux points de P,. Cette mesure est appelée distance minimale.
Dans ce cas-ci, on mesure 'uniformité par le niveau « d’étalement » des points dans
[0,1). Ainsi, si les points de P, sont pres les uns des autres, ou si certains points sont
concentrés dans une région, intuitivement, on affirmerait que P, n’est pas uniforme.
Par contre, si les points sont loin les uns des autres et qu’il ne semble pas y avoir
de concentration de points dans aucune région, alors on considérerait P, comme un

ensemble de points uniforme. Plus d*(P,) est grand, plus on consideére P, uniforme.

Dans ce chapitre, on passe en revue ces différentes mesures d’uniformité qui nous
permettront de trouver de bons générateurs de nombres aléatoires, ainsi que de bons
ensembles de points pour lintégration quasi-Monte Carlo. Les mémes outils sont
utilisés pour mesurer I'uniformité dans les deux applications. Par contre, certains
criteres, dont la distance minimale et la g-valeur, sont tres difficiles a calculer pour la
plupart des générateurs de nombres aléatoires a cause du nombre élevé de points a

considérer. Egalement, pour certains générateurs, comme les générateurs a congruence
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linéaire ordinaires, leur structure se préte bien au calcul de la distance minimale. Les
générateurs dont il est question dans cette these n’ont pas une structure qui permet

de déterminer efficacement la distance minimale.

La contribution de ce chapitre est constituée de deux nouveaux algorithmes qui
permettent de calculer la distance minimale. Ces nouveaux algorithmes sont par-
ticulierement adaptés pour les générateurs qui entrent dans le cadre des équations
(1.1)—(1.4). Un avantage de ces algorithmes est qu’ils peuvent détecter rapidement si
la distance minimale est plus petite qu'un certain seuil. Ceci est utile lorsqu’on fait
une recherche pour obtenir un ensemble de points avec une distance minimale élevée.
Si la distance est jugée trop faible, alors on peut rapidement éliminer I’ensemble de

points de notre recherche.

4.1 Définitions de base

Les criteres d’uniformité introduits dans ce chapitre utilisent, pour la plupart, la
notion de p-équidissection en base b. Soit p = (p1,...,p:), un vecteur d’entiers non
nuls qui définit une partition de [0, 1) telle que I'axe j est divisé en b7 sous-intervalles,
pour j = 1,...,t. Pour un vecteur p et une base b donnés, ceux-ci définissent HP1 TPt
hyper-rectangles, qu’on appelle boites, de méme forme et volume. La partition définie

par le vecteur p est appelée une p-équidissection en base b.

Exemple 4.1. En base b = 2, si t = 2, le vecteur p = (p1,p2) = (1, 3) représente la
partition qui sépare en 2! parties la premiere coordonnée et en 22 parties la deuxieéme
coordonnée. Cette partition divise le carré [0, 1)? en rectangles de dimension 271 x 273,
L’aire (ou le volume) de chacun des rectangles est 27%. La figure 4.1 illustre cette

(1, 3)-équidissection.

Définition 4.1. [40] L’ensemble de n = b* points P, = {uo,...,u, 1} C [0,1) est

dit p-équidistribué si chaque boite contient b° points de P,, ou s =k —p; — ... — p;.
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Figure 4.1 — La (1, 3)-équidissection en base 2 de [0, 1)2.

Les ensembles de points €2, ;, produits par un générateur qui entre dans le cadre des
équations (1.1)—(1.4) peuvent étre construits a 'aide de réseaux digitaux. Un réseau
digital constitue une maniere de construire un ensemble de points. Ainsi, pour les
générateurs considérés, si on considere I'ensemble de tous les points (uy, ..., Upii—1) €
[0,1)" & partir de toutes les initialisations possibles; alors on peut construire ce méme
ensemble de points a I’aide d'un réseau digital. Par contre, un réseau digital ne définit
pas un générateur de nombres aléatoires puisque, avec ce premier, ’ordre dans lequel
les points sont générés est sans importance et que son utilisation n’a de sens que si
on utilise tous les points du réseau digital. Dans le cas du générateur de nombres
aléatoires, on ne désire pas utiliser tous les points (uy, ..., U,+¢—1) possibles dans une
application de simulation. Malgré ces différences marquées, le réseau digital est utile
pour mesurer I'uniformité d’ensembles de points produits par les générateurs de cette

these.
Voici la définition de ce type de construction d’ensemble de points.

Définition 4.2. [74] Soit C©, ... C=Y des matrices k x k, dont les éléments sont
dans Fy et C = (C© : ... : C® V) une matrice k x kt. De plus, soit I’ensemble de
points

‘I}?(C7H7L) = {(w()a"-?wt*l) rX € Flg}

ou

YnZHC(n)XEIF,f, 0<n<t,



80

ou H est une matrice de tempering L X k et
L
Wy, = Zys_l)b_’, 0<n<t.
i=1

L’ensemble de b* points W2(C, H, L) est appelé réseau digital en base b.

Il est important de remarquer que dans la définition d’un réseau digital de [74],
on considere différentes manieres de produire les valeurs w,, a partir de x, dont cer-
taines ne sont pas des transformations linéaires. Dans cette these, nous allons nous

restreindre a ce qui est inclus dans la définition 4.2

A partir de cette définition, pour J = {j1,...,js}, un ensemble d’indices tel que

0<j1<...<js<t, on définit 'ensemble
UY(C,H, L, J) = {(wj,,...,wj,) : x € F}}.

L’ensemble W°(C, H, L, J) est aussi un réseau digital. Il s’agit de I’ensemble de points
qui correspond aux projections des points de W?(C, H, L) sur les coordonnées définies

par J.

En considérant les matrices CY) = X* pour i = 0,...,t, on peut constater que
I'ensemble €2, défini dans 'introduction est un réseau digital en base 2. Dans ce
cas, Uy = VH(X,H,L) ot X = (I, : X : X? :...) est une matrice k X oo, t = 00
et H = Y B. Tous les réseaux digitaux considérés dans cette these sont également
en base 2. C’est pourquoi on définit ¥,(C, H,L) = ¥?(C,H,L) et ¥,(C,H,L,J) =
V3(C,H, L, J).

C’est dans l'optique que les ensembles de points ), produits par les générateurs
qui entrent dans le cadre des équations (1.1)—(1.4) sont des réseaux digitaux en base
2 que nous discutons des notions d'uniformité dans les prochaines sections. Notons
que, pour le reste de cette theése, nous abandonnons la notation €, et la rem-
plagons par W,(C, H, L). Nous allons aussi considérer 'uniformité de réseaux digitaux

U, (C,H,L,J) ou J est un ensemble de s indices.
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Remarque. Si on désire obtenir un ensemble de points dont la cardinalité n’est pas
fixée & l'avance (ou n’est pas une puissance d’un nombre premier), comme pour les
réseaux digitaux en base b, on peut utiliser une suite digitale en base b. Ce type de
construction s’apparente aux réseaux digitaux sauf que, dans ce cas, les matrices C')
sont de dimensions L X oo et les points ont un ordre particulier qui est déterminé par

I’expansion en base b des entiers. Soient i = Z?io a; iV, a; = (a;0,a;1,...),
0 t—1
z;, = (ZO,iu---,ZO,t—l) = (C( )az-,...,C’( )ai),

et

W; = (w07i, e ,wt_Li) e [O’ 1)t

ou
L
_ (1) g—j-1
Wy = E Zpi2 :
=0

L’ensemble de points contenant les n premiers points de la suite digitale en base b est

T,={w;:1<i<n}

Il est intéressant de remarquer que si n = b* pour une certaine valeur de k,
alors I'ensemble de points 7, peut étre construit par un réseau digital en base b. Les
suites de Sobol [98], Faure [21], Niederreiter [73] et Niederreiter-Xing[78] sont des

implantations concretes de ce type de construction.

4.2 Equidistribution

Dans l'introduction, on explique brievement ce qu’est le critere d’équidistribution.
Comme mentionné, 1’équidistribution est une mesure de I'uniformité de points dans

[0,1)". Dans cette section, nous traitons plus en détails de cette mesure d’uniformité.

Soit W,(C, H, L, J) ou J = {j1,...,Js}, un réseau digital en base 2. Considérons,

en base 2, I'équidissection p; = --- = p, = (. La plus grande valeur de ¢ telle



82

que U (C, H, L, J) est p-équidistribué est appelée la résolution en dimension s de
U, (C, H,L,J) et est notée £(J). Dans ce cas, on dit que ¥4(C, H, L, J) est (s,4(J))-
équidistribué. Ceci n’est possible que si k > sf(.J), parce que la cardinalité de U,(C, H,
L, J) est au plus 2. On a la borne supérieure

o) < ¢ ¥ min(L, [k/s). (4.1)

N

A partir de cette borne, on définit [’écart en dimension s de la projection J par

A e — o).

Considérons maintenant le réseau digital V,(C, H, L). Dans ce cas, on note ¢, =
0(S;) et Ay = A(Sy) ou Sy = {0,...,t —1}. L’ensemble ¥,(C, H, L) (et le générateur
ou le réseau digital qui le produit) est dit équidistribué au mazimum (ME), si ¢,
atteint sa borne supérieure pour toutes les valeurs de ¢ possibles, c’est-a-dire ¢; =
min(L, |k/t]) pour t = 1,..., k. On peut définir des valeurs ¢, qui s’apparentent aux
valeurs ¢;. On définit ¢, par la plus grande valeur de t pour laquelle ¥,(C, H, L) est

(t, £)-équidistribué pour une valeur de ¢ fixée. On a la borne supérieure
te <t def min(d, |k/¢|) pour ¢ =1,... ,min(k, L). (4.2)

On définit [’écart en résolution ¢ par

A g,

On dit que le réseau digital (ou le générateur) a une résolution mazimale en dimension

t si Ay = 0. De plus, celui-ci est dit de dimension mazimale en résolution £, si A, = 0.

Selon ces définitions, on peut dire que le réseau digital est équidistribué au maximum

(ME), si Ay = 0 pour t = 1,...,min(k,d) ou, de fagon équivalente, si A, = 0 pour
=1,...,min(k, L).

Pour évaluer la qualité générale des ensembles de points V,(X, H, L), 1 <t < k,

produits par un générateur, on peut utiliser le critere

V=) A (4.3)
(=1
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Plus la valeur de V' est petite, plus on considérera que le générateur donne de bons

ensembles de points W, (X, H, L). Ce critére est utilisé aux chapitres 5, 7 et 8.

Dans les prochaines sections, il est question de différentes facons de calculer 1é-

quidistribution.

4.2.1 Calcul de I’équidistribution par la méthode matricielle

Le calcul de I'équidistribution de ¥4(C, H, L, J) revient au calcul du rang de la

matrice T, qui satisfait I’équation
SENAES TS,ZXO (44)

ol sg¢ = (trunce(y;, ), . . ., trunce(y;,)) et la fonction truncy(x) retourne le vecteur de

¢ bits (20, ..., D),
Proposition 4.2. [33] L’ensemble de points V,(C, H, L, J) est (s, {)-équidistribué si

et seulement si la matrice Ty est de plein rang st.

Dans [33], auteur explique comment obtenir la matrice 7 ,. La méthode utilisée

pour calculer le rang de la matrice T}, est I’élimination gaussienne.

4.2.2 Calcul de ’équidistribution avec le réseau en résolution

Les générateurs a récurrence linéaire modulo 2 qui entrent dans le cadre défini par

les équations (1.1)—(1.4) définissent des réseaux polynomiaux en résolution
L(BXB™') cLf

pour £ = 1,...,L si les matrices X et B sont de plein rang et Y = I .;. Grace a

ces réseaux, il est possible de calculer 1'équidistribution d’un générateur seulement
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pour V (X, H, L). Pour calculer I’équidistribution du réseau digital V (X, H, L, J)
décrit par un générateur o H = Y B, si le générateur n’est pas un générateur de
Tausworthe, il faut se rabattre sur la méthode matricielle puisqu’aucune méthode de
détermination de I’équidistribution des ensembles de points produits par des vecteurs

de valeurs non successives utilisant le réseau en résolution n’est connue.

Les deux théoremes suivants indiquent comment déterminer I’'équidistribution de

U, (X, H,L) a l'aide des réseaux L,(BX B™') ou des réseaux duaux L£;(BXB™)

Théoréeme 4.1. [101]
L’ensemble de points W (X, B, L) est tel que t; = vy, ot vy = log, oy et oy est le (-ieme

manimum successif du réseau polynomial en (Fq, £)-résolution, L,(BXB™1).

Théoréme 4.2. [11]
L’ensemble de points V(X, H, L) est tel que t, = log, o1 ot 0y est le premier minimum

successif du dual du réseau polynomial en (Fq, ()-résolution, L;(BXB™1).

4.3 Ensemble de points sans collision

Soit p, une équidissection de [0,1)" en base b. On dit qu'un ensemble de points
P, C [0,1)" est p-sans collision si chacune des boites de 1'équidissection contient
au plus un point de P,. Si on considere 1’équidissection p; = --- = p, = £ et que
I’ensemble P, est p-sans collision, alors on dit que P, est sans collision en résolution

? en base b.

Le théoréme suivant permet de déterminer si un ensemble U, (C, H, L, J) est sans

collision en résolution /.

Théoreme 4.3. [33]
Soit W°(C, H, L, J), un réseau digital en base b et p, une équidissection en base b

de [0,1)%. Soit T, une matrice (p1 + - -+ + p) X k composée des p; premiéres lignes
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de CUY) | des py premiéres lignes de CY2), ..., et des p, premiéres lignes de CVUs). Le

réseau digital U(C, H, L, J) est sans collision si et seulement si Ty, est de rang k.

Pour que ¥ (C, H, L, J) soit sans collision, évidemment, il est nécessaire que
p1+ -+ p; > k. Pour cette these, on n’utilise pas la notion d’ensemble de points
sans collision directement afin de mesurer 'uniformité. Elle est plutot utilisée dans
les nouveaux algorithmes qui sont introduits plus loin dans ce chapitre. Ceux-ci uti-
lisent 'information qu'un ensemble de points est sans collision en résolution ¢ afin de

déterminer la plus courte distance entre toutes les paires de points de P,.

4.4 Réseau digital et ¢g-valeur

Dans cette section, on définit la notion de (g, k, t)-réseau et de la g-valeur qui est
une généralisation de I’équidistribution. Voici une définition d’'un (g, k, t)-réseau en

base b.

Définition 4.3. [74, 94]

Soit b > 2.t > 1 et 0 < g < k des entiers. Un ensemble de points composé de
b* points de [0,1)! forme un (g, k,t)-réseau en base b si chaque sous-intervalle J =
[T._, = [a:bP, (a; + 1)b77) de [0,1)" avec les entiers p; > 0 et 0 < a; < b pour

1 <i<tetde volume b9* contient exactement b? points de I’ensemble de points.

Avant de continuer, il est important pour le lecteur de faire la distinction entre
un (g, k,t)-réseau et un réseau polyndmial. Les notions sont totalement différentes.
La confusion entre les noms n’est pas présente en anglais ou un (q, k, t)-réseau est
appelé « (q, k,t)-net » et un réseau polynomial est appelé « polynomial lattice » .
Un réseau digital est appelé « digital net » et plus loin dans cette section, on verra

qu’il existe des (g, k, t)-réseaux digitaux (« (g, k, t)-digital nets » ).
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Soit ’ensemble
®t(v):{p:(p1a"'7pt) p1++ptzv7p22071§2§t}

Un élément de ®(v) représente une équidissection (dans une certaine base b) de 1’hy-

percube [0, 1)%, en (hyper-) rectangles de volume b~".

Un ensemble de points est un (g, k, t)-réseau si et seulement si pour chaque parti-
tion (p1,...,pr) € i(k — q) on retrouve exactement b? points dans chaque rectangle.

On observe que, pour g < k, un (g, k, t)-réseau est également un (¢ + 1, k, t)-réseau.

Puisque chaque partition (p), ..., p;) de ®;(k—q— 1) est obtenue en prenant une par-
tition de (p1,...,p;) de @, (k —q) et en divisant b fois moins le long d'un axe, ceci fait
en sorte que chaque rectangle de la partition (p),...,p}) est composé de b rectangles

de la partition (py, . ..,p;). Etant donné que chaque rectangle de (pi, ..., p;) contient
b? points, il s’ensuit que chaque rectangle de (p), ..., p,) contient 67! points. Ce qui

démontre 1’observation.

Voici maintenant la définition de la notion de g-valeur qui peut étre utilisée pour

quantifier 'uniformité d’un ensemble de points.

Définition 4.4. La plus petite valeur de ¢ pour laquelle un ensemble de points est
un (g, k, t)-réseau en base b est la g-valeur en base b de 'ensemble de points. Plus la

g-valeur est petite, plus le (g, k, t)-réseau en base b est considéré uniforme.

A mesure que la valeur de k — g augmente, le nombre d’équidissections contenues
dans ®,(k — ¢) augmente, ce qui fait en sorte que déterminer si un ensemble de points
est un (g, k, t)-réseau (ainsi que la g-valeur) devient de plus en plus complexe. Ainsi,

déterminer la g-valeur d’'un ensemble de points est plus difficile si celle-ci est petite.

Exemple 4.2. La figure 4.2 montre un ensemble de 4 points en 2 dimensions qui
a une g-valeur en base 2 de 0. Pour déterminer celle-ci, il faut vérifier qu’il y ait

toujours 27 points dans chaque rectangle pour chaque équidissection de ®(2) =
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{(0,2),(1,1),(2,0)}. Pour montrer que ’ensemble de points est aussi un (1,2,2)-
réseau et un (2,2, 2)-réseau, on illustre les équidissections contenues dans ®9(0) et

Dy (1).

q=2 °

®(0) .

qg=1 ° °
®(1) . R

=0 ° °
2(2) .

Figure 4.2 — Un (0, 2,2)-réseau en base 2.

Pour faire un rapprochement entre la g-valeur en base 2 et 1’équidistribution, on
pourrait comparer la g-valeur a la valeur de /;. En fait, pour déterminer la valeur de
/4, on considere seulement les partitions telles que p; = -+ = p, = £. On donne a ¢; la
plus grande valeur de ¢ telle que chacun des petits cubes partitionnant [0, 1)* contient
exactement 2°* points de I’ensemble de points. Il est facile de voir que le nombre

de partitions considéré est beaucoup moins grand pour I’équidistribution que pour la
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g-valeur. C’est pourquoi, on pourrait dire que la g-valeur est un critere d’uniformité

beaucoup plus exigeant que 1’équidistribution.

Les ensembles de points WY(C, H, L, J) sont des (q, k,t)-réseaux en base b. Au
pire, leur valeur de ¢ est k. En fait, un ensemble de points construit de la maniere

décrite par la définition 4.2 est appelé (q, k,t)-réseau digital en base b

Remarque. Pour les suites digitales en base b (voir la remarque de la section 4.1),
pour évaluer leur qualité, on utilise le couple (g,t). Ainsi, une (g, t)-suite digitale en
base b est une suite digitale (en base b) en ¢ dimensions tel que, pour tout r > 0
et k > t, les points W,pki1,..., Wiq)e forment un (g, k,t)-résean digital en base b.
Faure [21] donne une construction pour une (0, b)-suite en base b ou b est premier et
Niederreiter [73] montre qu’on peut aussi obtenir des (0, p)-suites en base p = b" ou

b est premier.

4.4.1 Calcul de la g-valeur

Avant d’étre capable de calculer la g-valeur, il est utile d’introduire la définition

suivante.

Définition 4.5. (Définition 1.3, [88]) Soit d, un entier tel que 0 < d < k. Le systeme

{cy) eFP:1<j<k1<i<t} devecteurs est appelé un (d, k,t)-systeme sur F,

si, pour n'importe quels entiers non négatifs py,...,p; avec 25:1 p; = d, les vecteurs
(4)

c;’, 1 <j<p;,1<i<{ sont linéairement indépendants sur . (L’ensemble vide

est considéré comme linéairement indépendant.)

Soit
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pour ¢ = 1,...,k ou les cg-i), 1 < 5 < Ek, sont des vecteurs de dimension 1 X k.
Le théoreme suivant nous indique comment déterminer si un réseau digital est un

(q, k, t)-réseau.

Proposition 4.3. (Lemme 1.1, [88]) Les matrices CY), ... C® fournissent un (k —
d, k,t)-réseau digital en base b si et seulement si le systéme {cy) ey :1<5<

k,1 <i <t} de leurs vecteurs lignes est un (d, k,t)-systéme sur Fy.

Dans [88], les auteurs donnent deux techniques qui permettent de déterminer la
g-valeur d’un réseau digital en déterminant la plus grande valeur de d pour laquelle
{cy) eFy:1<j<k,1<i<t}estun (d,k,t)-systeme sur F,. Une est basée sur un
code Gray et I'autre sur I’élimination gaussienne. Ils montrent que la méthode par le

code Gray est plus rapide dans le cas ou b = 2.

Dans [40], on utilise la notion de réseau gonflé et dégonflé pour déterminer la
g-valeur. Une norme différente est utilisée pour mesurer les éléments du réseau. Mais,
jusqu’a présent, cette théorie n’a donné aucune méthode efficace a cause de la difficulté

de calculer le plus court vecteur avec la norme utilisée.

4.5 Distance minimale

Dans les sections qui suivent, on s’intéresse a la distance minimale de P, C [0, 1),

un ensemble de n points. On définit la distance minimale de P, par

dy(Py) = min{d,(x,y) : X,y € P, x#y}

ol dy(x,y) est la distance entre les points x et y selon la norme L,. On s’intéresse
a cette distance minimale afin de définir des criteres d’uniformité sur un ensemble
de points. L’idée vient du fait que 1’équidistribution ou la g-valeur ne dit pas tout

sur 'uniformité des points de P,. Pour un (0, k, 2)-réseau, deux points peuvent étre
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arbitrairement pres I'un de I'autre. Par exemple, a la figure 4.3, on affirmerait intuiti-
vement que I’ensemble de points de droite est plus uniforme que celui de gauche. Une
plus grande distance entre les points nous pousse a cette affirmation. Pourtant, les

deux ensembles de points on une ¢-valeur de 0, la meilleure possible pour ce critere.

.......................................................................................

.....................................................................................

Figure 4.3 — Deux (0, 3, 2)-réseaux.

Dans les prochaines sections, nous décrivons l'algorithme de Khuller-Matias qui
calcule la distance minimale d’un ensemble de points P, C [0, 1). Il constitue une base
pour développer deux nouveaux algorithmes. Ces nouveaux algorithmes déterminent
également la distance minimale. Tous ces algorithmes s’exécutent en temps moyen
O(n). Pour un ensemble donné, on considere ¢ comme une constante, mais en réalité,
le temps d’exécution de ces deux algorithmes est exponentiel en ¢. Pour nos applica-
tions (au chapitre 6), nous n’allons considérer que des ensembles de points en 2 ou 3

dimensions, ce qui fait que le temps d’exécution n’« explose » pas.

Les deux nouveaux algorithmes tirent a profit I'information sur la distribution des
points donnée par le fait que I’ensemble de points soit sans collision pour certaines
p-équidissections. A partir de ces nouveaux algorithmes, nous définissons des criteres

d’uniformité basés sur la distance minimale.
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4.5.1 Algorithme de Khuller-Matias

Dans tout bon livre de géométrie computationnelle, par exemple [90] et [97], on
retrouve des algorithmes déterministes qui permettent de calculer d;(P,) en temps
O(nlogn) et des algorithmes probabilistes qui permettent de le faire en temps O(n)
en moyenne. Parmi les algorithmes probabilistes, il y a celui rapporté dans [23].
On y décrit un algorithme qui permet de trouver d5(P,) d’un ensemble de points
P, C [0,1)? et qui s’exécute en temps O(n) en moyenne. On peut généraliser certains
résultats présentés dans [23] pour le cas o P, C [0, 1)". C’est cette généralisation que

I’'on présente dans cette section.

Les normes utilisées dans cette theses sont la norme euclidienne (Ls), qui est

définie par

do(x,y) = | D_(al) = y)?
et la norme L., qui est définie par

doo (X, y) = max [z — 4],

On peut aussi définir, pour un point x € P, et une norme donnés, la distance de x

au point le plus proche par

dy(x) = min{d,(x,y) : y € Pn,y # x}.

L’algorithme que nous allons maintenant décrire utilise des grillages de ’hyper-
cube unitaire [0,1)*. Un grillage G}, est une partition de [0, 1) ofi chacune des parties
est cubique et de coté b. Les cotés des cubes sont alignés avec les axes et 'origine se
trouve dans le coin d’un cube. Bien sir, si b ne divise pas 1, alors certains cubes se
trouveront & chevaucher la frontiere de [0,1)f. Dans ce cas, le grillage G ne corres-
pond pas a une p-équidissection. Dans 'autre cas, le grillage correspond bien a une

p-équidissection en base 1/b telle que p; = - -+ = p; = 1. Dans ce qui suit, on appellera
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chacun des cubes cellule. On représente chacune des cellules par un intervalle

t

I(ay, ... a) :Hb[as,as+1), 0<ap,...,ap < [1/b]

s=1
ou les a;, 1 <1 <t, sont des entiers. Remarquons que l'intervalle est fermé a gauche

et ouvert a droite pour chacune des dimensions.

On dit que deux cellules sont adjacentes si elles ont au moins un coin en commun.
On définit le voisinage d’une cellule C' par I'ensemble de toutes les cellules adjacentes

a C. On le note par V;(C).

Soit P, C [0,1)*, un ensemble de n points et Gy, un grillage de [0,1)*. On note
par Cy(x) la cellule I(ay, ..., a;) telle que x € I(ay, ..., a;). On définit le voisinage de
x par I’ensemble des points x qui sont contenus dans les cellules voisines de C’b(x).
Celui-ci est

Ny(x) = P, N V(Cy(x))

Exemple 4.3. A la figure 4.4, on divise [0,1)? grace au grillage G 1. Iy a 36 cellules,
soit I(ay,as), 0 < a; < 6,i=1,2. Le voisinage de la cellule I(1,4) est illustré par la
surface hachurée et le voisinage d’un point x est illustré par la zone grise. Le grillage
G 1 est une (1,1)-équidissection en base 6.

Soit Nb(x), le voisinage de x pour le grillage Gy. Les propriétés suivantes, énoncées
pour ¢t = 2 dans [23], s’appliquent également dans le cas ou t > 2 :

Propriété 4.1. Tous les points 'y dont da(x,y) > 2bv/t ne sont pas dans Ny(x).

Propriété 4.2. Tous les points y dont dy(x,y) < b sont dans Ny(x).
En émettant I'hypothese que b/(2vt) < di(P,) < b, alors on a les propriétés
additionnelles suivantes :

Propriété 4.3. Pour chaque point x € P, Nb(x) contient un nombre de points plus

petit qu’une constante qui dépend de t.
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Voisinage \N/% (C1(x))

1
6

Voisinage \N/% (1(1,4))

o Point x € P,

D DL I ‘ Limites de I(1,4)

Figure 4.4 — Grillage G

1.
6

Propriété 4.4. Pour chaque paire X,y € Py, si dy(x,y) = d3(P,), alors y € Ny(x).

L’algorithme décrit dans [23], utilise ces propriétés et des grillages G, successifs
de plus en plus fins afin de « filtrer » I’ensemble des points dans P,. Ce processus
de filtrage permet d’éliminer les points qui sont loin de leur plus proche voisin afin
d’obtenir une approximation de dj(P,) telle que b/(2v/t) < dj(P,) < b. Voici en détail

I’algorithme.
Algorithme 4.1. (Algorithme de Khuller-Matias [23])
1. S« P, et i« 0.
2. Tant que S;;; # 0 faire
1—1+1
Choisir un point x; de S; au hasard.
Construire un grillage avec Gy, b = da(x;)/(2v/1).
X; — {x € S§i|Ny(x) = {x}}.
Sip1 — 5 — X,
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3. 7" « 4. (Invariant : Sp- = 0 et do(x;-)/(2v1) < d5(P,) < dy(xi)).
4. Construire un grillage de grosseur dy(x;+). Pour chaque point x € P,, calculer
la distance au point le plus pres de x dans Ny(x) (si Ny(x) # 0). La distance

di(P,) est la plus petite des distances calculées.

Dans un premier temps, on initialise S; a P,. On choisit au hasard un point x; de
S1 et calcule dy(x7), ce qui se fait en temps O(n). A la derniere étape de la boucle, on
élimine de S;, grace a la propriété 4.1, tous les points x dont da(x) > 2bv/t = da(x;)
pour obtenir S;y1. Si Siy1 = (), on sait que d5(P,) > b = dy(x;)/(2v/1), puisque S; # 0
et qu’a la derniere étape de la boucle on aurait éliminé les paires de points x,y telles
que di(P,) = ds(x,y). On sait également que d5(P,) < da(x;+) par définition de
d5(P,). Ceci implique qu’au début de 'étape 4, on sait que do(x;+)/2v/t < di(P,) <
dy(x;+). Par la propriété 4.4, on sait que 1’étape 4 va effectivement calculer la distance

ds(P,).

Afin de vérifier le voisinage d’un point, on peut utiliser une table de hachage. On
numérote les cellules de facon a ce que chaque cellule soit identifiée par un numéro
unique. On emmagasine tous les points de ’ensemble de points a considérer, soit S,
dans une table de hachage. La fonction de hachage utilise le numéro de cellule dans
laquelle le point se trouve. Pour vérifier le voisinage d'un point, on n’a qu’a examiner
dans la table de hachage s’il y a des points dans les cases voisines. En utilisant la
technique du hachage parfait, il est possible de faire cela en temps O(|S;|) [23]. Noter

que, pour chaque point, le nombre de cellules voisines & vérifier est 3.

Dans [23], on explique que le processus de filtrage, soit les opérations contenues
dans la boucle, s’effectue en temps moyen linéaire. En choisissant x; au hasard, la
moitié des points x € S; sont tels que ds(x) > dy(x;) en moyenne, quelque soit
I’ensemble P, et la dimension t. Ceci implique qu’a chaque itération on élimine la
moitié des points en moyenne (car, a chaque itération, on élimine les points x tels

que dy(x) > da(x;)). Soit s; = |5;| a 'avant derniere étape de la boucle. Le nombre
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espéré de fois qu’il faut vérifier le voisinage de points pendant tout I’algorithme est
donné par

%

Zsi] <E [zn: 31/2i—1] - zn:n/?—l < Qni 1/2' = 2n.

i=1 =1

E

En tout, on vérifie, en moyenne, au plus 2n voisinages de points. Puisque chaque
cellule a, au plus, 3! voisins, les étapes 1 & 4, toutes itérations confondues, se font dans
un temps dans O(n) en moyenne. A noter que la moyenne est faite sur Uensemble de
toutes les décisions possibles pendant 1’exécution de ’algorithme et non sur I’ensemble
de tous les ensembles de points P, possibles. L’étape 5, a cause de la propriété 4.3,
se fait aussi dans un temps O(n). On vient de montrer que 'algorithme de Khuller-

Matias s’exécute, en moyenne, en O(n) opérations.

4.5.2 Propriétés de d;(P,) quand b = 2"

Dans cette section, nous étudions l'information supplémentaire qu’on peut déduire
sur dy(P,) ou d% (P,) quand on sait que P, est sans collision pour certaines résolutions
v. Cette information permet de modifier 'algorithme de Khuller-Matias pour obtenir
deux nouveaux algorithmes qui sont particulierement bien adaptés au cas ou P, est
un réseau digital en base 2. Pour les réseaux digitaux, déterminer si un ensemble de
points est sans collision est tres rapide par le théoreme 4.3. Nous reviendrons sur cet
aspect a la section 4.5.6. Ces deux algorithmes sont présentés aux sections 4.5.3 et

4.5.5

Pour ces algorithmes, on ne considere que des grillages ot b est de la forme 27" et
v est un entier positif. A noter que ce grillage constitue une p-équidissection en base

2o0up;=...=p =v.

Une premiere observation sur ces grillages est que 1/b = 2¥ est toujours un entier,

ce qui veut dire qu’aucune cellule ne se trouve a chevaucher la frontiere de I’hypercube.
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Ceci est un avantage si on veut utiliser un algorithme semblable a 1’algorithme de
Khuller-Matias pour calculer la distance entre des points sur le tore défini sur [0, 1)".
Dans le tore, en considérant [0, 1)" comme un hypercube, les paires de points qui sont
pres de faces opposés se retrouvent pres I'un de 'autre. Dans ce cas particulier, le
voisinage est bien défini puisque qu’aucune cellule ne chevauche la « frontiere » du
tore. Dans ce qui suit, on ne considere que les distances sur le tore [0,1)". Aussi,
lorsqu’il est question de ’hypercube unitaire [0, 1), on fait implicitement référence
au tore [0,1)". L’algorithme de Khuller-Matias, tel que présenté, ne permet pas de

calculer les distances sur le tore puisque 1/b n’est pas nécessairement un entier.

Supposons que 1'on divise I’hypercube unitaire en ¢ dimensions [0, 1)* en 2V parties
égales le long de chacun des axes pour obtenir le grillage G, = Go-v. Ceci implique
que 'on divise I’hypercube unitaire en 2° petits hypercubes identiques de volume
27vt Appelons le grillage G, grillage de résolution v en t dimensions. Les cellules

dans ce cas sont

t
I(al,...,at):H2_”[a5,as+1) 0<ap,...,a <2

s=1

Pour un grillage G, la cellule qui contient le point x est notée Cyy(x) = Cyv(x). Soit
P, C [0,1)!, un ensemble fini de n points dans '’hypercube unitaire [0,1)%. On dit
qu'un ensemble de points P, est sans collision en résolution v si chacun des points
x € P, se retrouve seul dans sa cellule pour un grillage de résolution v. On définit
le voisinage d’un point x € P, en résolution v par N,(x) = Ny-u(x) et le voisinage
en résolution v d’une cellule C par V,(C) = Va-(C). Pour simplifier la notation, on
définit V,(x) = V,(C,(x)). Un ensemble de points P, est sans voisin en résolution v

si N,(x) = {x} pour tout x € P,.

Voici une série de propriétés, avec leurs preuves, concernant ces notions sur le voi-
sinage. Ces propriétés seront utiles dans les prochaines sections pour justifier I’exac-

titude des deux nouveaux algorithmes.
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Propriété 4.5. V. 1(x) C V,(x)

Démonstration. Soit

x = (29, .., ztY)
ol
T
i=0
ot a;; € {0,1}, pour j =0,...,t— 1. Soit s(x,j,v) = Zf;ol a;;27"1. On a
Vo(x) ={y €]0,1)" : s(x,5,v) =27 <y < s(x,5,v)+27"" pour j =0,...,t—1}.

Si
s(x,5,v) — 27" < s(x,j,v+1) =2 pour j =0,...,t -1

et
s(x,7,v) + 27" > s(x, v+ 1)+ 2 pour j =0,...,t—1,

alors nécessairement V,,1(x) C V,(x). La premiere inégalité est équivalente a —1 <
a;, pour j =0,...,t—1 et la deuxieme a 2 > a;,. Les deux inégalités sont toujours

vraies, donc V,41(x) C V,(x). O

Propriété 4.6. Si un ensemble de points P, est sans collision en résolution v, alors

il le sera également en résolution v + 1.

Démonstration. Soit K, 'ensemble de toutes les cellules en résolution v. L’ensemble
P, est sans collision en résolution v, ce qui indique qu’il y a au plus un point par
cellule en résolution v. Puisque chaque cellule de K, est partionnée en 2! cellules pour
obtenir K, 1, ceci implique qu’en résolution v + 1, chaque cellule a au plus un point

et que P, est sans collision. O

Propriété 4.7. Un ensemble de points P, qui est sans voisin en résolution v est

nécessairement sans collision en résolution v.
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Démonstration. Si N,(x) = {x} pour tout x € B,, ceci implique que tous les points

x sont seuls dans leurs cellules. O

Propriété 4.8. Si P, est sans voisin en résolution v, alors il en sera de méme en

résolution v + 1.

Démonstration. Supposons que P, C [0,1)" soit sans voisin en résolution v. Soit x,
un point arbitraire de P,. Soit V,(x), le voisinage de x en résolution v. On sait que
N,(x) = {x}. Puisque V,41(x) C V,(x), ceci implique que le nombre de points dans
N,+1(x) ne peut pas augmenter et qu’en fait N, 1(x) = N,(x) = {x}. Puisque le
choix de x a été arbitraire, ceci implique que N, i(x) = N,(x) = {x} pour tout

X € P,. ]
Propriété 4.9. Si P, n’est pas sans collision en résolution v, alors

d5(P,) < 27Vt et d* (P,) < 27°.

Démonstration. Si P, n’est pas sans collision en résolution v, ceci indique qu’il existe
une paire de points x,y € P, qui sont contenus a l'intérieur d’'une méme cellule.
La plus grande distance euclidienne possible entre deux points a l'intérieur d’une
méme cellule est la longueur de la diagonale de la cellule, soit 27"1/t. Nécessairement
da(X,y) < 27"V, ce qui implique que d5(P,) < 27/t par la définition de d5(P,). De
plus, selon la norme L., la plus grande distance possible entre deux points x,y € P,
a I'intérieur d’une méme cellule est la longueur d’un coté d’une cellule, soit 277, Ainsi,

doo(x,y) <27V et di (P,) < 27". O
Propriété 4.10. Si P, est sans voisin en résolution v, alors

dy(P,) > 27" et d5 (P,) > 27",

Démonstration. Supposons que P, soit sans voisin en résolution v. Pour p = 2 et

p = 00, soit x; et y,, une paire de points de P, telle que d,,(x*,y*) = d;(P,). Pour
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p =2 et p=o00, le fait que P, soit sans voisin en résolution v indique que le point le
plus proche de x*, soit y*, se trouve a 'extérieur de V,(x*). Egalement, pour p = 2
et p = o0, la plus courte distance possible entre x* et y* est donnée par la largeur

d’une cellule, soit 277. Ceci veut dire que da(x*,y*) > 27" et doo(x*,y*) >27%. O
Propriété 4.11. Si P, n’est pas sans voisin en résolution v, alors

dy(P,) < 27" Wt et &7 (P,) < 27"F

Démonstration. Si P, n’est pas sans voisin en résolution v, alors il existe deux points
x,y € P, tels que y € N,(x). La plus grande valeur possible de dy(x,y) est deux fois
la longueur de la diagonale d’une cellule, soit 27Y/t x 2. Donc do(x,y) < 279F\/t et
d5(P,) < 2714/t par la définition de d(P,). Pour la norme L, la plus grande valeur
possible de d(x,y) est deux fois la longueur d'un c6té d’une cellule, soit 277 x 2.

Donc dy(x,y) < 27T et d* (P,) < 27T O

Propriété 4.12. Si P, n’est pas sans collision en résolution v—1 et est sans collision

en résolution v, alors celui-ci n’est pas sans voisin en résolution v.

Démonstration. En résolution v—1, puisque P, n’est pas sans collision, par définition,
ceci indique qu’il existe une cellule C' qui contient plus d’un point. Soit M, I’ensemble
des points contenus dans la cellule C. En résolution v, la cellule C' est divisé en 2
cellules. Les points de M sont distribués de maniere que chacune des 2¢ cellules recoive
au plus un point puisque P, est sans collision en résolution v. Mais chacune des 2!
cellules sont adjacentes les unes aux autres, ce qui implique que P, n’est pas sans

voisin en résolution v. O

Propriété 4.13. Si P, est sans voisin en résolution v, mais ne l’est pas en résolution
v —1, alors

270 < dy(P,) <27Vt et 270 < df (P,) < 27T

Démonstration. Ceci est déduit directement des propositions 4.10 et 4.11. O]
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Propriété 4.14. Soit ¢, = min{c € Z : 2° > 2\/¥} et ctoo = 1. Pour p = 2 et
p = 00, soient Xy, y» € P, tels dy(x5,y5) = di(P,). Soit vy, la plus petite résolution

a laquelle P, est sans collision. Pour p =2 et p =00, on a X, € Ny, ¢, ,(¥;)-

Démonstration. Puisque P, n’est pas sans collision en résolution vg—1, alors d3(P,) <
27/t et df (P,) < 27%F! par la propriété 4.9. En choisissant un grillage de
résolution vy — ¢, chaque cellule est telle que la longueur de ses cotés est 27V0Fcr,
Pour que y; ne soit pas dans Ny, ., ,(X}), il est nécessaire que d,(x;,y;) > 2770+,
Pour p = 2, ceci est impossible car dj(P,) < 27" !\/t et 27U F\/t < 2702 ce qui
montre que X* € Ny, ,(y*). Pour p = 00, ceci est aussi impossible car d% (P,) <

270t e 270t L 27voFeee — 2700 H Lee qui montre que X* € Ny, . (¥*). O

Propriété 4.15. Soit ¢;o = min{c € Z : 2° > 2v/t} et ¢ioo = 1. Pour p = 2 et

p = 00, soient X3y, € P, tels dy(x;

5 Yy) = di(Py). Pourp =2 etp=o0, si P, est

tel qu’il est sans voisin en résolution v, mais n’est pas sans voisin en résolution v—1,

alors x5 € Ny_¢, ,—1(yy)-

Démonstration. Pour une résolution v et une norme L,, pour étre absolument certain
que x5 € Ny(yy), il faut que dy(P,) < 27°. On sait, par la proposition 4.13 que
27V < dy(P,) < 27" %/t et 27V < d* (P,) < 27"*2 Pour p = 2, si 272/t < 277,
alors on a x5 € N;(y3). Sion pose v = v — ¢;2 — 1, alors la condition est respectée,
ce qui montre que x5 € N,_,,1(y3). Pour p = oo, si 27t < 277, alors on a que

x5, € Ny(yh, ). Sion pose ¥ = v — ¢ oo — 1, alors la condition est respectée, ce qui

montre que X5, € Ny_¢, ,—1(¥5)- O

4.5.3 Premier nouvel algorithme

Le nouvel algorithme défini dans cette section permet de calculer d5(FP,) ou d’_(P,)

en temps moyen O(n). Celui-ci utilise vy, la plus petite résolution pour laquelle P,
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est sans collision, comme information lui permettant de restreindre le nombre de
distances, entre paires de points, a calculer. Pour cet algorithme, on définit ¢, o =
min{c € Z : 2° > 2/} et Cto = 1. Voici ce nouvel algorithme qui permet de
déterminer d3(P,) ou d’ (P,).

Algorithme 4.2. Calcul de d;(P,).

1. Calculer vg, la plus petite résolution pour laquelle I’ensemble de points P, est

sans collision.
2.V Vg — Crp.
3. Pour chaque point x € P,, calculer d,(x) = min{d,(x,y) : y € N,(x),y # x}.

4. Calculer dy(P,) = min{d,(x) : x € P, }.

La justesse de l'algorithme est démontrable par la proposition 4.14. Soit x, et
Yp, les points de P, tels que d5(P,) = d,(Xp,y,). La résolution vy — ¢, garantit
que x; € Ny, (y;) par la proposition 4.14 et que l'algorithme calcule vraiment
la quantité désirée, soit d;(F,). On remarque que, pour les dimensions ¢ = 2,3,4,

Ct2 = 2.

En dimension ¢, une cellule a 3" cellules adjacentes. Puisqu’on sait qu’en résoluti-
on v I'ensemble de points P, est sans collision, en résolution vy — ¢, chaque cellule
contiendra au plus 2% points. Dans le pire des cas, le nombre de points a considérer
(et le nombre de distances a calculer) pour le voisinage d’un point est 3'2't». Cette va-
leur peut étre trés grande, méme avec t = 2. Dans ce cas, 3222%? = 144. En supposant
que 'étape 1 se fait en O(g(n)) opérations, I’algorithme 4.2 s’exécute en O(g(n) +n)
opérations. Si g(n) € O(log*(n)) (c’est le cas, tel quexpliqué & la section 4.5.6, si P,

est un réseau digital en base 2), alors 'algorithme s’exécute en O(n) opérations.
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4.5.4 Voisinage

Le fait d’avoir 32> distances & calculer en pire cas, pour chaque point dans le
précédent algorithme, peut le rendre peu intéressant. Par contre, celui-ci constitue
une base pour un nouvel algorithme. En effet, il est possible de le modifier afin de
définir un nouveau voisinage qui ne contient que 3! — 2! points. Supposons que P, soit
sans collision en résolution v. En résolution v + 1, pour vérifier le voisinage N,;1(x)
pour un point x € P,, il n’est pas nécessaire de vérifier toutes les 3! cellules adjacentes
a Cyy1(x). Grace au fait que P, soit sans collision en résolution v, on peut éliminer
de 'ensemble des cellules & considérer les 2¢ cellules en résolution v + 1 qui forment
Cy(x). 11 est certain que ces cellules ne contiennent pas d’autre point que x. Ainsi,
si P, est sans collision en résolution v, alors N,1(x) contient au plus 3" — 2! points.
Pour tenir compte de ce fait, on définit le voisinage N, (x) qui est le méme que N,(x),
mais en ne considérant pas les cellules en résolution v qui forment C,41(x). Quand

P, est sans collision en résolution v, alors Ny, 1(x) = N,1(x) + {x}.

Exemple 4.4. La figure 4.5 illustre les cellules considérées pour les voisinages N, (x)
et N,(x) en deux dimensions. Les lignes minces représentent les frontieres entre les
cellules en résolution v + 1, tandis que les lignes épaisses représentent les frontieres
entre les cellules en résolution v. Soit x, le point illustré. Dans la figure de gauche,
les cellules hachurées sont celles qui sont considérées dans N, (x) et dans la figure de
droite, les cellules hachurées sont celles qui sont considérées dans N, (x). Si P, est sans
collision en résolution v, alors x se retrouve seul dans les quatre cellules en résolution

v+ 1 qui forment C,(x) et N,(x) = N,(x) + {x}.

De plus, il est possible pour certains points x et résolutions v d’avoir la certitude
que N,(z) = {x}. Pour ce faire, introduisons v(x, vy), la plus petite résolution v pour

laquelle V,(x) C Cy, (%) :

v(x,v9) = min{v : V,(x) C C,,(x)}.
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Figure 4.5 — Voisinages N,(x) et N,(x).

S’il n’existe pas de résolution v pour laquelle V,(x) C C,,(x) (c’est-a-dire, si x se
trouve sur la frontiére de la cellule), on dit que v(x,vg) est non défini et, par conven-
tion, on met v(x,vy) = oo. L'utilité de v(x,vy) est illustrée par les prochaines propo-

sitions.

Proposition 4.4. Si P, est sans collision en résolution vy et v(x,vy) < 00, alors

Nv(xﬂjo) (X) = {X} .

Démonstration. Si P, est sans collision en résolution v, alors ceci implique qu’il n’y

a qu'un seul point dans Cy,(x) ainsi que dans Vjx,)(x), donc que Ny (X) =
{x}. O

Proposition 4.5. V,(x) C C,,(x) pour v > v(x, vp).

Démonstration. Ceci est déduit directement du fait que V,11(x) C V,(x) et de la

définition de v(x,vp). O
Corollaire 4.1. Si P, est sans collision en résolution vy et v > v(x,vg), alors

N,(x) = {x}.

Ce dernier corollaire indique pour quelles résolutions v le voisinage de x ne contient

que x. Cette information peut étre fort utile pour réduire 'effort de calcul.
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Voici un théoréme qui indique comment obtenir v(x, vp).
Théoréme 4.4. Soit P, € [0,1)*, un ensemble de n points. Soit
x= (2. ., 2N ep,

ol
o

ZE(]) = Z(lj’iQ_i_l

=0
ou a;; € {0,1}, pour j =0,...,t — 1. On a que v(x,vy) est indéfini quand une des
coordonnées de x est exactement de la forme m2=" oum € {0,1,...,2" —1}. Dans

les autres cas,

v—1
v(x,v9) = min{v 1< Zajﬂ”_i_l <27 —2 pour g =0,...,t— 1} :

1=vg

Démonstration. Pour que V,(x) C O, (x), il est impératif que v > vy. Si 219 = m27
pour une seule coordonnée j, alors, quelque soit v, le voisinage V,(x) croise toujours
la frontiere de la cellule C,,(x) et il n’y a aucune résolution v pour laquelle V,(x) C
Cy (x). Dans ce cas, v(x,vg) est indéfini. Dans les autres cas, on obtient ce qui suit.

Soit s(x,j,v) = Si—) a;, 27", Soient
Vo(x) ={y €[0,1) : s(x,5,v) =27 <y < s(x,5,v) +27" " pour j =0,...,t—1}
et
Coo(x) = {y €[0,1)" : s(x, §,v0) < yY) < s(x,7,v9) +27% pour j =0,...,t —1}
A partir de ces définitions, V,(x) C C,,(x) si et seulement si
s(x,7,v0) < s(x,j,v) —27"

et
s(x,j,v) + 27" < s(x, 4, v0) + 277
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pour j =0,...,t — 1. La premiere inégalité est équivalente a

v—1
1 S Z aj,i2v_i_1

1=vg

et la deuxieme, a
v—1

Z aj,z‘2v_i_1 < QU7 9

1=vg
En combinant ces deux inégalités, on obtient que V,(x) C C,,(x) si et seulement si

v—1
1 S Z aj,i2v_i_1 S QU= _ 9

1=

pour 7 =0,...,t—1.

On a défini v(x,v9) comme la plus petite valeur de v telle que V,(x,vy) C C,, (%),
c’est pourquoi v(x,vy) est indéfini quand une seule coordonnée est un multiple de

2% et dans les autres cas

v—1
v(x,v9) = min {v 1< Zajﬂ”_i_l <2 —2pour j=0,...,t— 1} .

1=vg

]

Exemple 4.5. Considérons un ensemble de points P, C [0, 1)? qui soit sans collision
en résolution vy = 2. Soit x;,%xy € P, ot x; = (271 + 274271 4272 4 273) et
Xg = (27142734271 271 4272 4 273). Les deux points sont illustrés a la figure 4.6.

Pour x4, on a
a= (ao,o, ao,1, @p,2, Ap,3, 41,0, 1,1, 1,2, a1,3) = (1, 0,0,1,1,1,1, 0)

et v(x1,2) = 4. La figure 4.6 illustre le voisinage Vj(x;). Elle montre aussi que
Vi(x1) € Cs(x1). On peut concevoir, en observant la figure, que V3(x1) ¢ Ca(xy).
On peut conclure que v(xy,2) = 4. Pour x, on a a = (1,0,1,1,1,1,1,0). La figure
illustre les voisinage V5(x3), Vi(xX2) et V5(x2). On remarque que seul V;(x2) est contenu

dans Cy(x3). A partir de la figure, il est facile de concevoir que V,(x3) C Cy(x3) pour
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v > 5. Dong, la plus petite résolution v telle que V,(x3) est contenu dans Co(Xs) est

v = v(xg,2) = 5.

Puisque v(xg,2) = 4, par le dernier corollaire, si P, est sans collision en résolution
2, alors N,(x) = {x} pour tout v > 4. Dans les cas ou v < 4, on ne peut déterminer

si N,(x) = {x} ou non en ne connaissant que v(xs,2).

Voisinage Vj(x;

AN
S
8

Voisinage Vj(xo

OO e &

(x1)
Voisinage V3(x2)
(x2)
(x2)

Voisinage Vi(xo

- ..
L T Y T e L, :.l leltesde
LU AR SRR SN N L -- 02(X1) etCQ(Xg)
nowo o o
nowo o o
-
nowo o o
nowo o & o
nowo o o
R n o
DS T SN R ST Ty
LU AENENE SN SENEN N L
LR TR SRR VLY LR L
R B R
LU AR SRR SN SN L
L R

Figure 4.6 — Voisinages des points x; et x5 définis a I’exemple 4.5.
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4.5.5 Second nouvel algorithme

Voici un nouvel algorithme inspiré de celui de Khuller-Matias. Dans celui-ci, lors-

qu’on utilise N,(x) ou N,(x), on peut appliquer le corollaire 4.1. Pour 'algorithme,
on définit R,(S) = {x € S|N,(x) = {x}} o S C P,. Cet algorithme permet de
calculer d3(P,) ou d’ (P,).

Algorithme 4.3. Calcul de d;(F,)

1.

Calculer vg, la plus petite résolution pour laquelle I'ensemble de points P, est

sans collision.

. v+ 1.
S, — P,.
Répéter
X — S, — Ry(Sy).
Si X = (), alors v* « v et sortir de la boucle.
Parmi les points x € X, en choisir un au hasard, x’.
y « argmin{d.(x,y) :y € N,(X'),y # x'}.
v « la plus petite valeur de v telle que y ¢ N,(x') (voir I'algorithme 4.4).
S, — X.
(Invariant : 27" < d5(P,) < 27V *2V/1).
. (Invariant : 277" < d* (P,) < 27V 2).
R N
Si v < vy + 1, pour chaque point x € P,, calculer d,(x) = min{d,(x,y) : y €
Ny(x),y # x}. La valeur de d;(P,) est min{d,(x) : x € P,}. Terminer.
Sinon, pour chaque point x € P,, calculer d,(x) = min{d,(x,y) : y # x,y €

N,(x)}. La valeur de di(P,) est min{d,(x) : x € P,}. Terminer.
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Ce dernier algorithme exploite 'information que I’ensemble de points soit sans
collision ou non en résolution v — 1 pour déterminer les points dans le voisinage
N,(x). De plus, I'information donnée par la résolution v(x, vy) peut étre mise a profit

pour accélérer le calcul de N, (x).

Analysons ce dernier algorithme et comparons-le a celui de Khuller-Matias. Une
différence majeure est que 'on ne considere que des grillages de la forme Go-.. Le
processus de filtrage est semblable, sauf que dans notre cas, on utilise toujours la
fonction de distance dy(x,y), indépendamment du fait qu’on veuille calculer dy(P,)
ou dy(P,). Cette fonction est plus appropriée puisque nous utilisons des cellules
cubiques et que le but du filtrage est de trouver la plus grande résolution v telle que
N,_1(x) # {x} et N,(x) = {x} pour au moins un x € P,. Pour ce faire, on choisit au
hasard un point x’ et on détermine son plus proche voisin y contenu dans son voisinage
N,(x). La résolution v choisie pour le prochain grillage est telle que y € N,_;(x') et

y € N,(x'). La proposition suivante nous aide & trouver cette résolution.

Proposition 4.6. Soient x,y, deux éléments arbitraires de P, et d = doo(X,y).
1. 8id>27" alorsy & Cy(x).
2. 8id>27"" alorsy & N,(x).
3. S1d <27, alorsy € N,(x).

4. 8127 <d <27 alorsy € N,_1(x) ety & Nyy1(x)

Démonstration.

1. Si d est plus grand que la largeur d’'une cellule, alors x et y ne peuvent étre

dans la méme cellule.

2. Si d est plus grand que deux fois la largeur d’une cellule, alors y ne peut étre

dans une cellule adjacente a C,(x).

3. Si d est plus petite que la largeur d’une cellule, alors y est nécessairement dans

une cellule adjacente a C,(x).
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4. Découle directement des énoncés 2 et 3 de cette proposition. O

Soient deux points x et y qui sont tels que d = do.(X,y). Soit v, un entier tel que

27 < d < 27t Cette valeur de v est
min{v € Z: 27" < d} =min{v € Z: v > —logy(d)} = [—log,(d)].

Par le quatrieme énoncé de la précédente proposition, on sait que y € N,_1(x) et
y & N,y1(x), mais on ne sait pas si y € N,(x). Pour le savoir, il faut vérifier si
Cy(y) € V,(x) en déterminant la cellule en résolution v qui contient y et celles qui
constituent V,(x). Si Cy(y) € V,(x), alors y € N,(x), sinon y ¢ N,(x). Ainsi, la plus

petite valeur de v telle que y &€ N,(x') est calculée par I'algorithme suivant.
Algorithme 4.4. Calcul de la plus petite valeur de v telle que y ¢ N,(x).
1. d— do(%x,y)
2. v [—logy(d)].

3. Si Cy(y) € Vi(x), alors retourner v + 1, sinon retourner v.

Dans la boucle de l'algorithme 4.3, on élimine tous les points x € S, tels que
doo(X) > doo(x’) sauf la premiere fois ot on élimine tous les points x € P, tels que
doo(x) > 27"~ Puisque le point x" est choisi au hasard, en moyenne, la moitié des

points y € S, sont tels que dy(x) > doo(X'). Soit s, = |S,|, au début de la boucle, et

n= |Rv0+1(5v0+1)|/‘5v0+1|7

la fraction des points de S,,+1 qui ont été éliminés au début de la boucle. Si S, n’est
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pas défini dans I'algorithme, alors s, = 0. On obtient

E| Y sv] = n+E| > sv] (4.5)
v=vo+1 v=v09+2
< n+ Z nn/2v 02 (4.6)
v=v9+2
n—uvg—2
= n+ Z nn/2' (4.7)
i=0
< ntnp) 1/2 (4.8)
i=0
= n(1+2n) (4.9)
Ceci permet de dire que E[Z:z;)o+1 Sp] < (14 2n) et puisque n < 1, on a
E Z Sy | € O(n).

v=v9+1

En résolution v, pour vérifier si I’ensemble de point S, est sans voisin, on emma-
gasine les coordonnées des points dans une table de hachage. La fonction de hachage
n’utilise que les v bits les plus significatifs pour calculer la clé de chacun des points.
Chaque clé correspond a une cellule en résolution v. Une fois tous les points emma-
gasinés dans la table, on vérifie si les points ont un voisin en examinant les entrées

de la table ou leurs voisins devraient se trouver.

Un avantage majeur de ce nouvel algorithme par rapport a I’algorithme de Khuller-
Matias est que les cellules de différentes résolutions sont imbriquées les unes dans
les autres. Ceci simplifie grandement la vérification du voisinage d’un point. Voici

pourquoi.

Pour construire la table de hachage, on choisit une résolution v assez grossiere pour
calculer la clé de chacun des points et chaque clé unique correspond a une cellule en
résolution v. On emmagasine les points dans la table de hachage selon ces clés. Pour

vérifier le voisinage d’un point x en résolution v > v, on calcule les clés des points
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qui se trouveraient dans les 3" cellules voisines et on regarde, avec ces clés, dans la
table de hachage s’ils s’y trouvent. Puisque les cellules de différentes résolution sont
imbriquées les unes dans les autres, pour vérifier s’il y a un point dans une cellule
voisine C' de résolution v, on n’a qu’a vérifier dans un seul emplacement dans la table
de hachage, soit I’emplacement qui correspond a la cellule C' de résolution v telle que
C c C. Si les cellules de différentes résolutions n’étaient pas imbriquées, comme c’est
le cas dans ’algorithme de Khuller-Matias, alors il faudrait vérifier, dans la table de
hachage, tous les emplacements qui correspondent aux cellules C;, i = 1,..d, telles
que C' C UL ,C;. Pour une cellule C, déterminer les cellules C;, i = 1, ..d, correspond
a trouver ou tombent les coins de la cellule C'. De plus, pour certaines cellules C| la
valeur de d peut étre, dans le pire des cas, 2¢, ce qui correspond au cas ou le coin d'une
cellule C; se trouve completement a l'intérieur de C. Par contre, dans D'article [23],
I’auteur construit une nouvelle table de hachage a chaque fois que la grosseur du

grillage change.

Pour les réseaux digitaux, on peut facilement construire la table de hachage. Pour
ceux-ci, il est facile de calculer la valeur de ¢; et de se servir de cette résolution pour
construire la table de hachage. De cette maniere, on sait qu’il y a exactement 2% clés
possibles et 28~ points qui ont exactement la méme clé. Ainsi, on peut adopter un
modele de table de hachage assez simple qui réserve 28=% espaces pour chaque clé.
Pour trouver un point dans la table, il suffit de calculer la clé et de faire une recherche
linéaire dans 'espace réservé a cette clé. L’avantage de cette stratégie est que toute
la mémoire allouée pour la table est utilisée. Par contre, si on juge que 2¥7* est trop
grand pour la recherche linéaire, alors on peut choisir une résolution v > ¢,. et allouer
2kt espaces pour chaque clé. Ainsi, on il y a 2% clés possibles et on alloue 2+~
espaces pour chaque clé. En choisissant une valeur de v telle que 27 est plus petit

que 2¢7%t on s’assure d’avoir une recherche linéaire plus efficace, par contre la table

de hachage est plus éparse et gaspille, en quelque sorte, plus de mémoire.
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Lorsque 'algorithme arrive a 1’étape 7, puisque P, est sans voisin en résolution v*
et n’est pas sans voisin en résolution v*—1, alors on sait que 27" < d5(P,) < 277" T2/t
et que 27" < d*_(P,) < 27V par la proposition 4.13. Par la propriété 4.15, on sait
que I'étape 8 ou 9 calcule vraiment d;(P,). La différence entre les étapes 8 et 9 est
que si v < vg + 1, alors on n’a pas la propriété que P, est sans collision en résolution
v — 1 et la propriété N,(x) = N,(x) pour tout x € P, ne tient pas non plus. Ainsi, le
nombre de points dans le voisinage N, (x) de x est inférieur ou égal a 3'2!. Par contre,
si v > vy + 1, alors on a la propriété N,(x) = N,(x) pour tout x € P,. Le nombre de
points dans le voisinage N, (x) de x est au plus 3" — 2!, Dans les deux cas, le nombre

d’opérations est O(n).

On peut maintenant affirmer, en supposant que 1’étape 1 de ’algorithme s’effectue

en O(g(n)) opérations, que I'algorithme 4.3 s’exécute en O(g(n) + n) opérations.

On remarque que pour calculer la distance minimale avec la norme Lo, on doit
utiliser, a 1'étape 8 ou 9, la résolution v* — ¢;9 — 1 < v* — 2. Pour la norme L,
cette résolution est toujours v* — 2, quelle que soit la dimension. C’est pourquoi,
pour un point donné on peut s’attendre a ce que le voisinage a considérer dans le
calcul de di(P,) contienne beaucoup plus de points que dans le calcul de d’_(P,).
C’est, principalement ce qui explique la différence marquée du temps d’exécution de

'algorithme pour le calcul de d(P,) et de d% (F,).

4.5.6 Déterminer vy quand P, est un réseau digital

Dans les deux nouveaux algorithmes présentés dans les sections précédentes, la
premiere étape consiste a trouver la plus petite résolution vy telle que P, soit sans
collision. Pour les ensembles de points qui nous intéressent, soit les réseaux digitaux
en base 2, il est possible de le faire dans un temps g(n) € O(log*n), comme il est

montré dans la démonstration de la prochaine proposition.



113

Proposition 4.7. St P, est un réseau digital en base 2, les algorithmes 4.2 et 4.3

s’exécutent, en moyenne, en O(n) opérations.

Démonstration. Par le théoreme 4.3, en utilisant 1’élimination gaussienne sur la ma-
trice T, (out p; = --- = p; = v), on peut déterminer si un réseau digital en base 2
est sans collision ou non. L’élimination se fait en O(k*) = O(log® n) opérations. Pour
déterminer la plus petite résolution v, telle que P, est sans collision, on vérifie pour
v = [k/t],... k. La résolution [k/t] est la plus petite telle que n/2% = 2k=% < 1,
condition nécessaire pour que P, soit sans collision en résolution v. Le nombre de
résolutions, en pire cas, a vérifier est O(k) = O(logn). Le nombre d’opérations pour
déterminer vy est donc O(log*n) C O(n). La fonction g(n) quon n’a pas encore
définie est g(n) = log*n si P, est un réseau digital en base 2. Puisque g(n) € O(n),
ceci implique directement que les deux algorithmes s’exécutent, en moyenne, en O(n)

opérations si P, est un réseau digital en base 2. O]

4.5.7 Modifications possibles a ’algorithme 4.3

Si I’ensemble de points P, n’est pas un réseau digital en base 2, mais un ensemble
de points quelconque, alors il faut tenter d’obtenir la valeur de vy par un algorithme
approprié. Si un tel algorithme n’est pas disponible, on peut procéder aux modifica-
tions suivantes. Les étapes 1 et 2 sont remplacées par v < [log,n/t]. Pour qu'un
ensemble de n points soit sans collision, il faut nécessairement que n/2" < 1, d’ou
v + [logy(n)/t]. Dans la boucle, il faut utiliser le voisinage N,(x) au lieu de N,(x)
jusqu’a ce qu’on ait la certitude que P, est sans collision en résolution v — 1. Ceci est
facile a déterminer a cette étape. Une fois que I'on rencontre une résolution v telle que
P, est sans collision, mettre vy < v. A partir de ce moment, quand v > vy, on peut
utiliser le voisinage N, (x), car on sait que P, est sans collision en résolution v — 1. Le

reste de l'algorithme se déroule tel que décrit a la section 4.5.3. Un point a souligner
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est que si on n’a jamais vérifié le voisinage avec v = vy — 1 a l'intérieur de la boucle,
il n’y a aucun moyen de déterminer si vy est la plus petite résolution telle que P, est
sans collision. Ceci veut dire qu’il n’est pas impossible qu’on exécute ’étape 8, alors
qu’on aurait pu exécuter 1’étape 9 a la place, qui est plus efficace. L’algorithme 4.3

s’exécute quand méme en O(n) opérations si on effectue ces modifications.

4.5.8 Performance de ’algorithme 4.3

Pour comparer la vitesse d’exécution de notre deuxieme nouvel algorithme, nous
I'avons comparé avec un algorithme déterministe qui s’exécute en temps O(nlogn).
Il s’agit d’une modification d’un algorithme décrit dans [90]. L’implantation utilisée,
qui est celle du module sn_pair de TestUO1 [48], est tres générale, mais a été tres
optimisée selon 'auteur de [48], Pierre L’Ecuyer. Voir [41] pour plus de détails sur
I’algorithme. Dans cette section, nous nommons l'algorithme utilisé dans TestU01

« algorithme A ».

Nous avons mesuré la vitesse d’exécution des deux algorithmes dans les cas ou on
utilise la norme Ls et la norme L., pour toutes les projections en deux et en trois
dimensions d’ensembles de points en 19 dimensions. La cardinalité des ensembles de
points varie de 2! & 2'8. On donne aussi le temps pris pour trouver la résolution v* a
laquelle une projection est sans-voisin. Les résultats sont exposés dans les tableaux 4.1

et 4.2.

Au tableau 4.1, on remarque que l'algorithme 4.3 devient éventuellement meilleur
que l'algorithme A, en deux dimensions, a mesure que le nombre de points croit pour
les deux normes considérées. Ceci semble confirmer, d’'une maniere empirique, les

temps d’exécution dans O(n) et O(nlogn) des algorithmes 4.3 et A, respectivement.

Le tableau 4.1 montre qu’il faut que la cardinalité des ensembles de points soit

grande avant que l'algorithme 4.3 soit plus rapide que 'algorithme A. Pour la norme
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Tableau 4.1 — Temps, en secondes, pour calculer la distance minimale de 18 projections

bi-dimensionelles d’'un ensemble de points en 19 dimensions.

Algorithme 4.3 | Algorithme A | v*
Lo Lo Ly Lo
2101 0.02 0.01 0.02 0.01 |0.01
2121 0.09 0.06 0.04 0.04 |0.03
211 0.40 0.25 0.34 0.34 | 0.16
2151 0.85 0.55 094 094 |0.35
2161 2.0 1.4 2.5 2.5 1.1
218 | 9.7 6.0 13 13 5.0

Tableau 4.2 — Temps, en secondes, pour calculer la distance minimale de 153 projec-

tions tri-dimensionelles d’un ensemble de points en 19 dimensions.

Algorithme 4.3 | Algorithme A | v*

Loy Lo Ly L,
210°10.86 0.21 0.12 0.12 | 0.16
2121 4.9 0.95 0.50 0.48 | 0.68
2141 12 4.1 3.2 3.1 3.6
215130 9.4 7.8 7.5 8.5
216 | 48 18 19 20 17
218 1 270 120 120 120 | 110
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L., lalgorithme 4.3 commence a obtenir des temps semblables a l'algorithme A
quand la cardinalité des ensembles de points est autour de 2'* et pour la norme Lo,

'algorithme 4.3 devient meilleur quand le nombre de points dépasse 21°.

Le tableau 4.2 montre que 'algorithme 4.3 commence a étre compétitif quand la

cardinalité d’ensembles de points en trois dimensions atteint 2'¢.

Si on est intéressé a connaitre que la résolution v* a laquelle un ensemble de points
en deux dimensions est sans voisin, alors on remarque que celle-ci est généralement
obtenue plus rapidement que la distance minimale avec 'algorithme A. Pour les en-
sembles de points en trois dimensions, il faut que la cardinalité de I’ensemble de points

considéré soit au moins de 26,

Il est évident que les résultats obtenus sont tres sensibles a l'implantation de
chacun des algorithmes, mais les tendances seraient les mémes pour d’autres implan-

tations.

Nous avons contacté les auteurs de [23] afin d’obtenir une implantation de I’al-
gorithme de Khuller-Matias original. Malheureusement, aucune n’est disponible. Un
collegue de Khuller, William Gasarch, a engagé un étudiant pour I'implanter, mais
celui-ci n’a pas réussi a obtenir une implantation tres efficace et n’a pas conservé le
code. Cette démarche aupres des auteurs de [23] nous a convaincu du fait que I'al-
gorithme 4.3 permet des implantations beaucoup plus efficaces que ’algorithme de
Khuller-Matias original. En voici les principales raisons :

— l’algorithme de Khuller-Matias n’est pas utile pour calculer la plus courte dis-

tance sur le tore [0, 1), I'algorithme 4.3 Vest.

— le fait de choisir des cellules dont la valeur de b est une puissance négative de 2

permet de déterminer rapidement le numéro de la cellule dans laquelle un point
tombe et son voisinage a 1’aide de masques de bits; quand b est une valeur

réelle, il faut diviser les coordonnées d’un point par b pour connaitre sa cellule
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et son voisinage. Les opérations sur les bits sont généralement plus rapides que
les opérations sur les réels sur un ordinateur.

— le fait que les cellules considérées tout au long de ’algorithme sont toutes im-
briquées les unes dans les autres dans l'algorithme 4.3 permet de simplifier
grandement la gestion de la table de hachage. On n’a besoin d’insérer les points
qu’une seule fois dans la table de hachage. Dans I’algorithme de Khuller-Matias,
les cellules considérées ne sont pas imbriquées les unes dans les autres et il faut
remplir la table de hachage chaque fois que la grosseur des cellules changent.
Une autre alternative est de remplir une seule fois la table de hachage, mais la
recherche d’un point dans la table de hachage devient plus compliquée, comme
il est expliqué a la section 4.5.5.

Ces raisons permettent de croire qu’il serait tres difficile, pour une implantation

de 'algorithme de Khuller-Matias, de faire mieux que notre implantation de 1’algo-

rithme 4.3.

4.5.9 Criteres d’uniformité basés sur la distance minimale

Dans cette section, nous définissons des criteres d’uniformité basés sur I’algorithme
4.3 de la section 4.5.5. En général, pour deux ensembles de points donnés, P, et P/,
on dira que P, est plus uniforme que P si d’(P,) > d;(P;) (par exemple, voir la

figure 4.3).

Le premier critere que nous définissons n’est pas la distance minimale d;(P,) en
tant que telle. C’est plutot la plus petite résolution v* pour laquelle I’ensemble de

points est sans voisin. On sait que cet entier v* est tel que
27V < dy(Py) S27VVE et 27V < di(B,) <27 (4.10)

Ce v* est obtenu a I'étape 7 de 'algorithme 4.3. Ainsi, la valeur de v* nous donne

une bonne idée de 'ordre de grandeur de dj(F,). Pour utiliser ce v* comme critere
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d’uniformité, on dira que plus la valeur de v* est petite, plus I’ensemble de points
est uniforme. Nous savons que la plus petite résolution pour laquelle un ensemble
de points qui a n = 2F points est sans collision est la plus petite valeur ¥, telle que
2k=t < 1 donc 0; = [k/t]. Par la propriété 4.12, on sait que pour une résolution o,
I’ensemble de points ne peut pas étre sans voisin. Ainsi, la plus petite résolution pour

laquelle il soit possible que P, soit sans voisin est

A partir de cette valeur, on peut définir
Ft =" — Vt.

La valeur I';, qui est toujours positive, représente ’écart entre la meilleure valeur de
v* possible et celle obtenue. En ¢ dimensions, pour un ensemble de points P, donné,

on dira que plus I'; est petit, plus I'ensemble de points est uniforme.

Exemple 4.6. Considérons les deux ensembles de points illustrés a la figure 4.3. 1l
s’agit de deux ensembles de n = 23 points en t = 2 dimensions. La valeur de vy est
donc [3/2]41 = 3. Pour I'ensemble de points de droite, on voit qu’il est sans collision,
mais pas sans voisin, en résolution v = 2. Par contre, il est sans voisin en résolution
v = 3. On obtient donc, pour cet ensemble de points, I's = v9 — 3 = 0, ce qui est le

mieux qu’on puisse obtenir pour ce critere.

Pour I’ensemble de points de gauche, on observe qu’il est sans collision, mais pas

sans voisin, en résolution v = 2. On peut facilement concevoir que la résolution v
. . , :

pour laquelle chacun des points ne se trouvera pas dans le voisinage d’un autre point

sera tres élevée. Ceci est du au fait que certaines paires de points sont extrémement

rapprochées.
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4.6 Propriétés des projections

Dans cette section, on donne des définitions qui permettent de caractériser un
ensemble de points P, C [0, 1)! par rapport a ses projections sur diverses coordonnées.
Soit

P={w = (uos, .-, u1) 1 1 < i <mj,

et J = {ji,...,js} ol 0 < j; < --- < j, < t, un ensemble d’indices. Egalement,
soit P (J) = {(ujpi,...,uj, ) - 1 < i < n}, la projection de P, sur les coordonnées

définies par J.

Définition 4.6. [53] Un ensemble de points P, C [0,1)" est stationnaire dans la
dimension si, pour tout entier s tel que 0 < s < ¢ et toute projection J = {j,...,js}

oun0<j; <---<js<t,on aque

Pn(J) :Pn({jl + 00 s ‘|']})

pour tout 0 < 5 <t — 7s.

Pour un ensemble de points, la propriété qu’il soit stationnaire dans la dimension
est tres pratique lors de I'analyse de 'uniformité de projections. Quand la dimension
t est grande, il existe une quantité tres grande de projections en s dimensions. C’est
pourquoi, il est souvent impraticable d’analyser chacune des projections individuelle-
ment. Quand ’ensemble de points a analyser est stationnaire dans la dimension, alors
en analysant une projection J = {ji,...,js}, on se trouve a analyser du méme coup
les projections J + 7 pour 7 = 0,...,t — js. La prochaine proposition nous indique
que les ensembles de points W,(X, H, L) ont cette propriété, que ne possedent pas, en

général, les réseaux digitaux.

Proposition 4.8. Soit V,(X, H, L), un réseau digital défini par les équations (1.1)-
(1.4). Si la matrice X est non singuliére, alors V(X, H, L) est stationnaire dans la

dimension.
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Démonstration. Soient J = {j1,...,Js}, J+j={j+J,...,Js +j} et 'ensemble
U,(X,J) = {(X"x,..., X"x :x € F§}.

Soit f : F5 — F%, une fonction définie par f(x) = Hx, et ¢ : FLY — [0,1), définie
par ¢(y) = 25:1 y~D277 Le réseau digital P,(J) = U,(X, H, L, J) est obtenu en

appliquant f o ¢ composante par composante & chacun des points de W,(X, .J). Soit
U(X, J+5) = {(X" %, ..., X7 Tx) : x € F5}.

Puisque la matrice X est non singuliere, il en est de méme pour X7. C’est pourquoi
pour tout x € F%, il existe un unique x’ € F% tel que x = X’x’. On peut donc

remplacer x par X’/x’ dans la définition de W,(X,.J) pour obtenir

U(X,J) = {(X9%,...,X"x):x € F§}
= {(XIHx . XIHx)  x = XX € By}

= {(XIHx, ... XX x e Fy)

Puisque ¥,(X, J) = ¥,(X, J + j) pour tout j > 0, alors
U(X,H,L,J)=Y«(X,H, L, J+j)

pour tout j > 0. Ce qui complete la démonstration. O

4.7 Criteres d’uniformité tenant compte de diver-

ses projections

Les sections précédentes de ce chapitre décrivent des criteres qui évaluent un

ensemble de points P, en t dimensions. Dans cette section, en se basant sur ces criteres,



121

on définit d’autres criteres qui examinent l'uniformité de P, sur ses projections en

faibles dimensions P,(.J).

Le premier critere est

A(S,C) = maxC(P,(J))

Jes
ou S est est un ensemble de projections et C'(+) est un critere tel que défini aux sections
précédentes de ce chapitre. On appelle C(+) le critére sous-jacent a A(S,C). Plus la

valeur de A(S, (') est petite, plus 'ensemble de points sera considéré uniforme.

Exemple 4.7. Dans [53], on utilise comme critere C'(P,(.J)) la valeur de A(J) de
I'ensemble de points P,(J) et I'ensemble S est

S = (U{{jl,...,js},()zjlg...,js<ts}> Ji{o,...osh1<s <t} (411)

ou s,ty,...,ts sont des parametres déterminés par les besoins de l'utilisateur. Ce
critere examine 1’équidistribution de toutes les projections de dimensions successives
J =A0,...,d =1} pour d = 0,...,t; — 1 et aussi ’équidistribution de toutes les
projections J de dimension qui ne dépasse pas s et pour lesquelles j; = 0 et js < t.

La valeur de A(S, A) retourne 1’écart en résolution de la pire projection considérée.

Lorsque I'ensemble de points P, est stationnaire en dimension, on se trouve a
vérifier implicitement beaucoup plus de projections que |S| avec le critere A(S,C).

En fait, on vérifie toutes les projections contenues dans
S/: {{Jl+m77jt+m}m207jz {j17'--7jt} ES}

Pour un ensemble P, qui a cette propriété, on a C'(P,(J)) < A(S,C) pour tout
Jeds

Le deuxieme type de critere est défini par

0(5,C) =Y C(P.(J)).

Jes
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Celui-ci fait une sommation de la valeur du critere C'(P,(.J)) sur toutes les projec-
tions considérées. Plus la valeur de ©(S, C) est petite, plus I’ensemble de points sera
considéré uniforme. Une propriété de ce critere est qu’il n’accorde pas une importance
démesurée a une mauvaise projection, ce qui est le cas pour le critere A(S,C). Avec
le critere A(S, C), toutes les projections de S, sauf une, pourraient étre excellentes
selon C'(P,(J)), mais cette seule projection pourrait faire en sorte qu’on considere P,

comme moins uniforme. Ce type de situation est moins susceptible d’arriver avec le

critere ©(S, C).

Exemple 4.8. Dans [53], on définit ce critere avec ’ensemble S de 1'équation (4.11)

et le critere C'(P,(J)) est I’écart en résolution A(J) de la projection P,(.J).

Dans cette these, on utilise les criteres A(S, C) et ©(S, C') avec les criteres sous-
jacents suivants : ’équidistribution (A(J)), la g-valeur et la distance minimale (I';).
Tous ces criteres nous permettront de trouver de bons ensembles de points pour les

applications Monte Carlo et quasi-Monte Carlo aux prochains chapitres.

Les criteres d’uniformité que nous avons définis jusqu’a présent dans ce chapitre
ont tous été implantés dans une bibliotheque informatique qu’on appelle REGPOLY.
Cette bibliotheque, qui constitue une des plus grandes contributions de cette these,

est présentée dans la prochaine section.

4.8 Description de REGPOLY

La bibliotheque de fonctions REGPOLY [82, 84] permet de faire des recherches
pour de bons réseaux digitaux en base 2. Le développement de celui-ci a commencé
pendant ma maitrise et s’est poursuivi tout au long de mon doctorat. Il permet
d’analyser 'uniformité de tous les générateurs dont il est question dans cette these.

Il contient aussi des outils qui permettent de déterminer la période de générateurs.
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Les recherches peuvent se faire sur des générateurs combinés ou des générateurs
simples. On peut également chercher de bons (g, k, t)-réseaux avec des matrices C')
quelconques. Différents criteres d’'uniformité peuvent étre utilisés pour la recherche.
Tous les criteres utilisés dans cette these ont été implantés dans REGPOLY. La
bibliotheque contient également des outils qui permettent de déterminer le polynome
caractéristique de la récurrence du générateur et déterminer si celui-ci est irréductible
ou primitif. Les fonctions qui analysent des polynomes font appel a la bibliotheque

ZEN [8] qui permet de faire des calculs dans des anneaux finis.

Depuis la version déposée a la fin de ma maitrise, REGPOLY a subi de nom-
breux changements de conception. Dans la version originale, il fallait recompiler la
bibliotheque chaque fois qu’on voulait analyser de gros générateurs. Les vecteurs de
bits avaient une longueur fixe qui était déterminée par une constante. Si 1’état du
générateur a analyser dépassait cette constante, il fallait changer la constante et re-
compiler la bibliotheque. Dans la version actuelle, les vecteurs de bits peuvent avoir

n’importe quelle longueur et cet inconvénient n’existe plus.

Dans la version originale, il n’était pas possible d’analyser I'uniformité de réseaux
digitaux, d’automates cellulaires, ni des Mersenne twister. On ne pouvait pas analy-
ser le polynome caractéristique de n’importe quelle récurrence linéaire sur Fy. Une
attention particuliere a été donnée aux implantations des algorithmes qui permettent
de déterminer la primitivité d'un polynome. En combinant plusieurs idées qui sont
présentées a la fin du chapitre 2, on est arrivé a un implantation tres efficace. Pour
donner un exemple de l'efficacité de REGPOLY, dans [69], les auteurs affirment que,
selon leurs expériences, il faudrait plusieurs années pour les algorithmes actuels pour
trouver un générateur qui possede un polynome caractéristique primitif et de degré
supérieur a 10000. REGPOLY a réussi a trouver plusieurs générateurs de période
919937 _ 1 921701 _ | 923209 _ | o Q44497

— 1; ces générateurs sont présentés au cha-

pitre 7.
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De plus, le seul critere d’uniformité disponible était 1’équidistribution, mainte-
nant il y a, en plus de I’équidistribution, la g-valeur et la distance minimale. Pour
ce qui est de I’équidistribution, la méthode basée sur le théoreme 4.2 qui consiste a
calculer le plus court vecteur dans le réseau dual du réseau en résolution engendré
par un générateur a été implantée. Celle-ci a nécessité plus de six implantations
expérimentales avant d’arriver a 'implantation finale. Pour donner un ordre de gran-
deur de l'amélioration de l'efficacité entre la premiere version et la derniere, pour
calculer I'équidistribution du MT19937 [69], le temps de calcul est passé de plusieurs

heures a moins de deux minutes.

Cette librairie est ’outil principal de recherche pour cette these. Elle a été utilisée
avec succes pour obtenir plusieurs résultats dans le récents [40, 42, 45, 46, 53, 82, 85].
Dans cette these, REGPOLY est utilisé pour trouver de bons parametres pour les
générateurs dont il est question dans les prochains chapitres. Pour en savoir plus sur

REGPOLY, on peut consulter le guide d’utilisation de la librairie [84].



Chapitre 5

Générateurs basés sur une

récurrence dans Fow

Dans ce chapitre, nous définissons deux récurrences dans le corps fini a 2% élé-
ments. Ces récurrences sont inspirées de la récurrence de base (2.1) et du GCL po-
lynomial défini a la section 2.3.3. En fait, il s’agit des mémes récurrences, sauf qu’on
utilise le corps fini Fow au lieu de Fy. Ces nouvelles récurrences entrent dans la fa-
mille des récurrences définies par I’équation (3.2). Les éléments de la matrice T, qui
sont déterminés a partir du polynome caractéristique de la récurrence, sont choisis
de maniere a ce que la multiplication de cette matrice par un vecteur t € Fi, soit
rapide. Le choix du corps fini Fow est justifié par le fait que ’analyse du réseau en-
gendré par un générateur construit a partir de ces récurrence est relativement facile
étant donné I'état des connaissances des réseaux polynomiaux. De plus, il existe des
techniques d’exponentiation qui sont rapides pour le corps fini Fouw et ses extensions
(par exemple, Fow/P(2z) ot P(z) est un polynome irréductible sur Fow). L’exponen-
tiation permet de sauter en avant dans la récurrence d’un grand nombre d’itérations
rapidement. Ceci est utile pour implanter un générateur qui permet 'utilisation de

plusieurs flots de variables aléatoires ou chaque flot est construit a partir de la méme
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séquence d’éléments dans Fow, mais tous espacés d’un grand nombre d’itérations.
C’est ce type d’implantation que nous avons dans notre bibliotheque informatique
F2wStreams dont le guide est présenté en annexe C. Cette bibliotheque sera vue plus

en détail a la fin de ce chapitre.

A partir des deux récurrences qu’on définit, on montre comment on peut pro-
duire des nombres aléatoires a I’aide des équations (1.1)-(1.4). De plus, on discute de
I’équidistribution des ensembles de points produits par ces générateurs. Ces généra-
teurs ont une propriété vraiment intéressante pour ce qui est des projections en 2
dimensions : la tres grande majorité de celles-ci sont parfaitement équidistribuées. De
plus, pour certains choix de parametres, on déduit une borne sur I’équidistribution de
U,(X, H, L) qui est une généralisation d’une borne sur I’équidistribution des TGFSR

sans tempering qui est rapportée dans [102].

Egalement, plusieurs parametres sont trouvés avec le logiciel REGPOLY et on
applique des tests statistiques a ces générateurs. On présente des techniques d’im-
plantation de ces générateurs et les programmes en langage C qui les implantent. Des
temps d’exécution sont donnés pour ces implantations et on les compare a ceux de

générateurs courants.

5.1 Registre a décalage a rétroaction linéaire dans

Fou

Soit la récurrence

i=1
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dans Fow, ot m,, € Faw,n > 0, r est un entier positif et b; € Faw. Cette récurrence est

la récurrence (30) de [75] et peut s’écrire sous la forme décrite par I’équation (3.2) ou

1
1
T ="Tgcr = : (5.2)
1
b, b._1 ... by b
et t, = (My_ri1,...,Mp_1,m,) € Fi,. Le polynome caractéristique sur Fow de cette

récurrence est le polynome
P(z)=2" =) bz (5.3)
i=1

La récurrence atteint la période maximale 2" — 1 si et seulement si P(z) est primitif
sur Faw [75]. Comme dans le cas de la récurrence de base (2.1), on peut associer une

fonction génératrice
G(2) = g(2)/P(2) =mez" +maz™? + -+ (5.4)

a la séquence {my, }n>0 out g(2) € Fau[z]/P(z), étant donnée une initialisation mg, my,
..., my_1. Il est possible de sauter de j itérations en avant dans la récurrence (5.1) en
effectuant h(z) = 27¢g(z) mod P(z). La fonction génératrice H(z) = h(z)/P(z) nous
donne explicitement ’état du générateur j itérations en avant. Une autre méthode

est décrite a la section 5.10.

Pour implanter la récurrence (5.1), une base de représentation de Fyw doit étre

sélectionnée (voir Annexe B). Dans ce cas, la récurrence (5.1) devient

v, = Z Ap, Vi (5.5)
i=0

ou le vecteur v, est le vecteur de w bits représentant m,, (dans la base choisie) et

la matrice A,, de dimension w X w permet de multiplier un élément de Fow par b;
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(dans la base choisie). Habituellement, on utilise y,, = v,, pour produire la sortie. On
appelle ce type de générateur registre a décalage a rétroaction linéaire ou LFSR (de

I'anglais « linear feedback shift register ») dans Fou.

Le générateur basé sur cette récurrence utilise la méthode matricielle a récurrences
multiples telle que décrite a la section 2.3.6. Pour définir un générateur de nombres
aléatoires avec (5.5), on utilise les équations (1.1)—(1.4) avec la matrice de transition
Ly

L,

X =T(F,) = (5.6)
L,

Ap, oo Ay, Ay

Ay

T

ou T'(Fy) est la matrice de 1'équation (3.6). L’état de la récurrence est

Xp = (Vg ity Vo, V)T

Exemple 5.1. La figure 5.1 illustre de quelle maniere I’état du générateur est mo-
difié pour un LFSR avec polynome caractéristique P(z) = 27 + by2® + by € Fau|2].
L’état indiqué est celui a l'itération n. En exécutant les opérations indiquées par les
fleches, on obtient 1’état a I'itération n + 1. On voit que toutes les valeurs, sauf m,,_g,
sont déplacées d'une position vers la gauche. La valeur de m,., est mise a la valeur

b7mn—6 + b4mn—3 .

Exemple 5.2. Soit A, la matrice donnée par (2.29) et Q(z) = det(A—=zI) le polynome
caractéristique de la matrice A. Supposons que Q(z) soit irréductible et que ¢ € Fow
soit une de ses racines. On observe qu'un TGFSR (voir équation (2.14)) avec cette
matrice A est un cas spécial d’'un LFSR dans Fyw. Effectivement, si on utilise la base
polyndémiale et si le polynéme caractéristique P(z) est tel que
1 sti=r—-m
bi=4q ¢ sii=r

0 sinon,
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Mn—6 € Mn—5 Mn—1 Mn—3 € Mnp—2 Mnp—1 mnp

Xb7 Xb4

+

Figure 5.1 — Diagramme d’un LFSR.

alors le générateur résultant est un TGFSR. Le GCL polynomial de la section 2.3.3 est
aussi un cas spécial car il utilise la récurrence m,, = (*m,,_; avec la base polynomiale

pour représenter Fouw.

Il est a remarquer que lorsqu’on applique un tempering sur ce type de générateur
de la maniere suivante : y,, = (Rv,_r11)",...,(Rv,)T)T ot R est une matrice w x w
de plein rang (comme c’est fait pour le TGFSR dans [67]), tout ce que 'on fait,
c’est changer la base de représentation des éléments de Fow. Etant donné que le
tempering change I'uniformité de la séquence des nombres produits par le générateur,
ceci suggere que le choix de la base est important pour 'uniformité des ensembles de

points produits par le générateur.

5.2 GCL polynoémial dans Fou|z|/P(2)

Soit P(z) € Fau[z], le polynome de degré r tel que défini a I’équation (5.3) et
Fyw(z2]/P(z), Panneau des polynomes dans Faw [2] modulo P(z) (si P(z) est irréductible

sur Fow, alors Fow[z]/P(2) est aussi un corps fini). Soit la récurrence

qn(2) = 2¢n_1(z) mod P(z) (5.7)
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ot pour chaque n > 0, ¢,(2) = 12" '+ +ur-12+Gn, € Fouw[2]/P(2). En divisant

cette récurrence par P(z), on obtient
qn(2)/P(2) = 2¢n-1(2)/P(z) mod 1 (5.8)

de laquelle on peut écrire
0a(2)/P(2) =3 sz
j=1

ou {z;};>1 est une séquence qui suit la récurrence (5.1). Dans un sens, ceci signifie que
(5.1), (5.7) et (5.8) sont toutes des représentations différentes de la méme récurrence.

La récurrence (5.7) peut s’écrire également sous la forme (3.2) avec

br
1 br—1
T = 1 (5.9)
)
1 b
et t, = (¢nrs---»qn1) € Fhu. Pour déduire cette matrice de transition, examinons

plus en détail comment la récurrence transforme les vecteurs de la base canonique.
Sign(z) =2 o 0 <i<r—1,alors g,y1(2) = 2. De plus, si ¢,(z) = 2"}, alors
qni1(2) = D1, biz""1. Ces observations nous permettent de déduire complétement
la matrice T' ci-haut. En comparant cette matrice de transition avec (5.2) (celle du

LSFR dans Fow), on remarque que l'une est la transposée de I'autre.

Le polynome caractéristique sur Fow de chacune de ces récurrences est évidemment

P(z). Pour « sauter » en avant de e itérations dans la récurrence, on effectue

Gn+e(2) = 2°¢n(2) mod P(z).

Un algorithme donné a la section 5.10 permet de faire ce calcul efficacement.

Pour implanter un générateur basé sur la récurrence (5.7), une base de représenta-

tion de [Fy» doit étre choisie, comme pour le LFSR. Soit qy;, la représentation dans
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la base choisie du coefficient ¢,,; de ¢,(2). Soit x,, = (Qns, - - -, An,1), le vecteur d’état

du générateur. En remplacant b; par A, et 1 par [, dans la matrice 7', on obtient

X = T(F,) = I,

On définit un générateur basé sur (5.7) en utilisant les équations (1.1)-(1.4) avec la
matrice X définie ci-haut. Ce type de générateur est appelé générateur a congruence

linéaire (GCL) polynomial dans Fouw[z]/P(2)
On peut implanter la multiplication par la matrice X par
Xn+1 = XXn = (07 Qnrs - - - aqn,Z) + (Abrv cee 7Ab1)qn,1- (51())

Exemple 5.3. La figure 5.2 montre comment 1’état d’'un GCL polynomial est modifié.
Elle illustre un GCL polynoémial avec polynome caractéristique P(2) = 27 + by2® + by
(comme a la figure 5.1). On observe que les valeurs sont décalées vers la droite d'une

position. La valeur de g,41 7 est mise a b7q, ;1 et la valeur de g,41.4, & @5 + bagp 1.

qn,7 pr— dn,6 > qn,5 Qqn,4 pr— dn,3 — qn,2 pr— qn,1

xbr % ba

Figure 5.2 — Diagramme d’un GCL polynomial.

Lors d’un atelier sur les générateurs de nombres pseudo-aléatoires, le professeur

Makoto Matsumoto a fait remarquer a 'auteur que dans le cas du LFSR, on observe
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plusieurs valeurs dans Fow de I’état pour n’en modifier qu'une seule. Dans le cas
d’un GCL polynomial, on n’observe qu’'une seule valeur dans Fow de ’état pour en
modifier plusieurs. Il a de plus suggéré que l'on pourrait construire des récurrences
qui examinent plusieurs valeurs pour en modifier plusieurs. C’est en partant de cette

idée qu’on a développé les générateurs qui seront proposés au chapitre 7.

5.3 Réseau en résolution décrit par les récurrences

dans Fow

Dans cette section, on examine les réseaux en (Fquw,v)-résolution des générateurs
décrits dans les sections 5.1 et 5.2. Ceci prépare la prochaine section ou l'on ex-
plique comment produire plus d'une valeur aléatoire par itération pour le GCL po-
lynomial. Elle permet de mettre en évidence les différences principales entre les GCL

polynomiaux et les LEFSR dans Fow.

Les récurrences
.
i=1

et
Gn(z) = 2 ¢u_1(2) mod P(z), (5.12)

sont des cas spéciaux de (3.2) quand ¢ = 2*. Pour la récurrence (5.11), la matrice de

transition est

Tirsk = (5.13)
1
be by ... by b

et t, = (Mp—ri1,...,my). Pour (5.12), la matrice de transition, donnée en (5.2), est
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TGCL = TZFSR et tn = (Qn,ra cee 7Qn,1>-

Pour chacune de ces récurrences, on peut définir des réseaux en (Fow, v/)-résolution
L,(Trrsr) ou L,(Tger). Par la définition 3.2, une base possible de £, (T rsr) ou de
L,(Tcer) est telle que vi(z) =e;jpour j = 1,...,v—1 ou e; est le (j+1)-ieme vecteur
de la base canonique. Le vecteur vo(z) pour le réseau L, (Trrsr) est G, (Trrsr) et il
est G,(Tger) pour le réseau £, (Tger). Les deux théorémes suivants nous indiquent

leur forme.

Théoréme 5.1. Soit T' = Ty psr la matrice définie a l’équation (5.6) dont le polynéme

caractéristique P(z) est irréductible sur Fouw. On a

G,(T) = (1,2 mod P(2),...,2" ' mod P(2))/P(z).

Démonstration. Soit

et
G, (T’ t0) = (90(2), - - -, 9v-1(2))/ P(2)

pour une initialisation t fixée.
En observant la récurrence t,, = T't,,_1, on remarque que
t), =ty (5.14)

pour j =0,...,r — 2. On sait que

Gi(2) = g;(2)/P(z) = > 92 (5.15)

n>0



pour j =1,...,7 — 1. En combinant les équations (5.14) et (5.15), on obtient

Z t7(1j+1)zfnfl _ Z tg;)rlzfnq

n>0 n>0
= Ztﬁlj)z_”
n>1
Gipi(z) = 2G(z) —t§
9i+1(2)/P(2) +t§) = zg;(2)/P(2)

gj+1(2) = zg;j(z) mod P(z)
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pour j = 0,...,r — 2. La derniere équation est valide car deg(g;+1(2)) < deg(P(z)).

On obtient de cette derniére équation g;(2) = go(2)2? pour j = 1,...,r — 1. En

divisant g;(z) par go(z) dans Fouw[z|/P(2) pour j =0,...,r — 1, on obtient

G,(T) = (1,2 mod P(2),...,2" " mod P(z))/P(z).

]

Théoréeme 5.2. Soit T' = Tgcer, la matrice définie par 'équation (5.9) dont le po-

lynome caractéristique P(z) est irréductible. Soit

G (T, (g0, --,90,1)) = (90(2), ., 9r-1(2))/ P(2).

Les g;(z) sont inter-connectés par les équations

290(z) = b.g,-1(z) mod P(z)

Zgr—j(z>

Démonstration. Soit

Groj(2) = gr—y(2)[P(2) = ) gz

n>0

bjgr—l(z> + gr—j—l(z) mod P(Z) J=1...
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pour j =1,...,7. De la matrice T cr, on observe que ¢,+1, = b;¢,1 pour n > 0. On

obtient de cela

—n—1 —n—1
§ Gn+1,r2 = br§ qn,1%

n>0 n>0
Z qn,rz_n = bT‘GT—1<Z)
n>1
—dqo,r + Z Qn,rz_n = erTfl(Z)
n>0

—qo,r + ZGO(Z) - err—1<Z)
—QO,rP(Z) + ZgO(Z) = brgr71<z>
b.gr—1(z) mod P(z),

2go(2)

ce qui démontre 1’équation (5.16). De plus, de la matrice Tgep, on remarque que

Qn+1,; = Gnj+1 T bjgua pourn >0et 7 =1,...,7 — 1. On obtient

Z qn+1,j2_n_1 = Z Qn,j+12_n_1 + b Z Qn,lz_n_l

n>0 n>0 n>0

quz’” = Gr,j,1(2)+bjGr,1(Z)

n>1

o +2Gr5(2) = Groja(2) +5Goa(2)

29r—i(2) = Gr—j-1(2) + bjgr-1(2) + qnoP(2)

29r—(2) gr—i-1(2) + bjgr—1(2) mod P(z),

ce qui démontre (5.17). O
De ce théoreme, il est facile de trouver une base pour le réseau polynomial

L,(Tger). En fixant go(2) = 1, on obtient le vecteur G, (Tger) & partir des équations

(5.16) et (5.17).

Un réseau polynomial de Korobov est un réseau polynomial dont une base possible

est définie par {vo(2),...,v,_1(2)} on

vo(2) = (1,a(2),...,a(2)" 1) /P(2)
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et v;(z) est le i-ieme vecteur de la base canonique pour ¢ = 2, ..., v. Il est intéressant
de noter que le réseau L,(Tgeor) est rarement un réseau polynomial de Korobov et

que le réseau L, (T rsr) en est toujours un avec a(z) = z.

Exemple 5.4. Revenons a la matrice T définie a 'exemple 3.1. On remarque que
cette matrice correspond a la matrice 7' d’'un GCL polynomial (voir I'équation (5.9)).
Pour cette matrice, on avait calculé que G3(T) = (1, (1 + {)2% + (z, (1 + ¢)2)/P(2)
ol
P2) =22+ 0122 + bz + b3 =2+ (1 + )22 + (2 + .
Soit to, l'initialisation telle que G3(T,to) = (go(2), 91(2), 92(2))/P(z) = G3(T). Dans
ce cas, il est facile de vérifier 'équation (5.16) :
z2g0(2) = b3ga(2) mod P(z)

C(1+¢)z mod P(z)
z = z mod P(z).

z

On peut aussi le faire pour 1’équation (5.17) :

292(2) = big2(2) + 91(2) mod P(z)
2(14+¢)z = 1+Q0+z+ (1+¢)2* + ¢z mod P(z)
22+ = 24+ +02z+(1+0)22+ ¢z mod P(z)
24 = (14027 mod P(z)
et

zg1(2) = baga(2) + go(2) mod P(z)

2(1+¢)22+¢2) = ¢(1+¢z+1 mod P(2)

z+1 = z+1 mod P(z).

5.4 Générateur a sorties multiples

Il ressort de I’étude du réseau polynomial en (Fouw,v)-résolution L,(TT) que, si

P(z) est primitif sur Fou, les séquences S; = {¢n.i}n>0 €t S; = {Gnj}n>0 pour ¢ # j
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sont les mémes, mais pas leurs points de départs. Dans cette section, on remarque
qu’en fait leurs points de départs sont souvent extrémement éloignés I'un de 'autre
pour certaines valeurs de 7 et de j. Nous montrons comment tirer profit de cela pour

produire plusieurs nombres aléatoires a chaque itération d’'un GCL polynomial.

Soit G;(z) = gi(z)/P(z), la fonction génératrice de S;. On définit le délai relatif
(i, 7) de la séquence S; par rapport a la séquence S; comme le plus petit entier d tel

que ¢nidi = Gn,; pour tout n > 0, c’est-a-dire
6(i,j) = min{d : d > 0, 2%,_s(2) = g,_;(2) mod P(z)}.
On définit le délai absolu o(i, j) par

A noter que cette derniere équation implique un logarithme discret dans Farw.
Trouver (i,7) est un probleme tres difficile a résoudre quand rw est grand. Par
exemple, le record, quant a la taille du corps fini, pour la résolution de logarithmes
discrets (qui soient non triviaux) dans un corps de caractéristique 2 s’est fait dans
Fa607[105]. Ce record a été effectué apres avoir utilisé plus de 19000 MIPS-années,
une quantité énorme d’opérations, pour calculer des tables de pré-calculs. Avec ces
tables, il est maintenant possible d’effectuer n’importe quel logarithme discret dans
o607 en moins de trois heures. Pour les générateurs pour lesquels on recherche de bons
parametres a la section 5.8, trouver le délai o (i, j) implique un logarithme discret dans

Foss, Fa2s6, Faa00 et Fosoo, ce qui est évidemment tres difficile a calculer.

De I'équation (5.17), on observe que pour un indice j tel que b; = 0, on a que
2gr—j(2) = gr—j—1(2) mod P(z). Dans ce cas, les séquences S; et S;41 ont un délai
absolu o(j,j + 1) = 1. Pour un indice j tel que b; # 0, on a zg,_;(2) = bjg,—1(2) +
Gr—j—1(z) mod P(z). Dans ce cas, le délai o(j + 1, j) est difficile & calculer quand 2"

est grand.
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La difficulté vient du fait qu’il est impossible de prédire la valeur de d telle que
2%g,_;(2) = gr—j—1(z) mod P(z) a partir des expressions de g,_;(z) et g,_;_1(2).
La sécurité de certains algorithmes d’encryption repose sur la propriété que toutes
les valeurs de d sont équiprobables et qu’il n’existe pas d’algorithme efficace pour
trouver la valeur de d [72]. Dans ce qui suit supposons que d soit choisi au hasard
dans {0,...,2™ — 1}. Dans ce cas, si b; # 0, on a que o(j + 1, ) est uniformément

distribué dans {0,...,[ (2™ —1)/2|} et
Prio(j 4 1,5) < 2" ~ 2hjore=t,

Cette derniere équation indique que la probabilité que le délai entre S; est S;1; soit
plus petit que 2" est 2°7"*1. Cette valeur est trés petite, méme pour des valeurs de

h moyennement pres de rw. Par exemple, si h = 200 et rw = 256, on a
PI"[O’(i,j) S 2h] ~ 22007255 — 2755’

ce qui est extréemement petit. Ainsi, on peut considérer, avec une relative certitude,

que le délai o(j, j + 1) est presque toujours gigantesque quand b; # 0.

Cette analyse serait juste si d était aléatoire, mais ce n’est pas le cas. Par contre,

si d est prouvé étre tres grand, alors on peut poursuivre notre analyse.

Soit J = {i1,...,%n}, un ensemble d’entiers tels que 1 < i; < rpourj=1,...,m.

Soit la fonction

1 sio(i,j)>2" Vi,jeJi#j
f(J h) =

0 sinon.

Soit J*(h) = arg max,{|J| : f(J,h) = 1}, le plus grand ensemble d’indices J =
{i1, ... im} tel que le délai o(ij,ix) > 2" quand j £ ket 1 < j, k < m.

Souvent, ce qui risque de se produire c’est que J*(h) = {j : b; # 0}. Quand h est
suffisamment grand, on pourrait considérer chaque séquence de nombres aléatoires

produite par {y, = qnj}n>0, o0 j € {j : b; # 0}, comme une source de nombres
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aléatoires uniformes et indépendants. L’indépendance n’est pas nécessairement ga-
rantie par Le fait que les points de départ de chacune des séquences sont tres éloignés
les uns des autres ne garantit pas 'indépendance, mais nous porte a croire que c¢’est
bien le cas. Par exemple, si P(z) est un trinéme, le GCL polynomial correspondant

peut produire 2 nombres aléatoires par itération.

Le fait de considérer deux ou plusieurs séquences de nombres pseudo-aléatoires
provenant d’une méme séquence n’est pas nouveau. En effet, dans [49], on segmente la
séquence produite par un certain générateur en sous-séquences. Les débuts de chaque
sous-séquence sont tellement éloignés les uns des autres que celles-ci sont considérées
indépendantes statistiquement. De cette maniere, un seul générateur peut étre utilisé
comme étant plusieurs générateurs a la fois. Un générateur qui supporte ce type
d’implantation est appelé générateur o plusieurs flots de nombres aléatoires [49] et

un flot est une sous-séquence de la séquence globale produite par le générateur.

Ce qu’il y a de nouveau avec cette approche, c¢’est qu’on peut produire plusieurs
nombres aléatoires « statistiquement indépendants » a chacune des itérations. Un
GCL polynomial dont le polynome caractéristique a quatre coefficients non nuls pro-
duit, a chaque itération, un vecteur aléatoire uniformément distribué en trois dimen-

sion (u,v,w).

Puisque les délais (4, 7) sont inconnus et tres difficiles a calculer, il se pourrait que
certains soient relativement petits sans qu’on ne le sache. Pour pallier a cet éventuel
probleme, on pourrait appliquer un tempering différent a chaque sortie du générateur.
Ceci ferait en sorte que les séquences produites seraient différentes et que le risque

d’avoir des corrélations entre les différentes sorties serait minimisé.

Nous jugeons 'idée de générateur a sorties multiples valable, mais le développe-
ment de cette idée, dans cette these, s’arrétera a cette section. Il faudrait réfléchir

plus longuement afin de garantir I'indépendance statistique entre les différentes sorties
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(par exemple, en trouvant une méthode pour garantir que les délais o (i, j) soient plus
grands qu’une certaine valeur ou en trouvant des générateurs dont le vecteur des
différentes sorties soit bien équidistribué). Nous nous réservons ce travail pour plus
tard, une fois cette these déposée. Par contre, dans les implantations en langage C
des GCL polynomiaux, nous les donnons pour le cas ot on considere des générateurs
a sorties multiples afin de pouvoir mesurer la vitesse d’exécution de ces éventuels

générateurs.

5.5 Limitations sur I’équidistribution

L’équidistribution de I'ensemble de points W, (X, H, L), ou H = Iy, produit
par les LFSR et les GCL polynomiaux dans Fow est déterminée par les coefficients
du polynéme caractéristique P(z) € Fauw|z] et la base choisie pour représenter Fouw.
Pour la base polynomiale, en expérimentant avec des générateurs dont le polynome
caractéristique P(z) a des coefficients d'une certaine forme, on a observé certaines
limitations sur I’équidistribution de ¥;(X, H, L). Dans cette section, on déduit une
borne sur la valeur de ¢, qui dépend des coefficients de P(z) (et non de leur nombre).
Celle-ci est obtenue en examinant les réseaux en (IFy, £)-résolution produits par le

générateur. Ceux-ci sont L,(X) pour £ =1,...,rw.

Soit P(z) € Fau|z], le polynome caractéristique de la matrice T de I’équation (3.2).
Pour le prochain théoreme, on décompose le polynéme P(z) € Fqu[z] de I'équation

(5.3) sous la forme

P(z) =po(z) + Cp1(2) + -+ + CV*p,Y*(z) (5.18)

ol pi(z) € Fylz] pour 0 < i < 4* et ¢ € Fyw Par exemple, si P(z) = (1 + () + ¢z +
(14 ¢+ ¢?)2° alors po(z) = 1+ 2°, p1(2) = 1+ 2+ 2°, pa(z) = 2° et v* = 2. Ceci

veut dire que chacun des coefficients b; de P(z) est de la forme Z;f;o c;Ct ol ¢; € Fy.
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Théoréeme 5.3. Soit la récurrence t,, = Tt,_1 ot T est une matrice r X r d’éléments
dans Fouw et P(z) € Fou[z], son polynome caractéristique qui est irréductible sur Fauw.
Soit t) € FY, un vecteur qui représente 9 dans la base polynomiale (1,¢,...,¢% 1Y)
ot C est la racine d’un polynome irréductible Q(z) € Fylz]. Soit le générateur défini
par cette récurrence et la sortie u, = Y . , g2 on y, = . Soit P(z) =
po(2)+Cp1(2)+ -+ -+ (7 pye(2), une décomposition du polynome P(z) ot p;(z) € Fy[z]

pour v =0,...,v". L’équidistribution de ce générateur est telle que
t,y*+1 S T.

Ceci implique que t; < r pour { > v*.

Démonstration. L’idée de la preuve consiste a trouver un vecteur dans le réseau dual
L. (T(Fy)) dont la norme est inférieure a 2". Ceci compléterait la démonstration

par le théoreme 4.2.

Pour ce générateur c’est la séquence {t%o)}nzo qui nous donne la sortie du généra-
teur. Par le lemme 3.2 et la définition 3.1, on sait que G1(T) = 1/P(z). Soit vo(z) =
Gi(T(Fy)) = (ho(2),...,he_1(2))/M(2) ot M(z) € Fy[2] est le polynéme minimal de

la séquence {my, }nso sur Fy. A noter que P(z) divise M(z) dans Fyu[z].

Soit ¢, un générateur de Fouw, dont Q(z) € Fy[z] est le polynéme minimal (dans ce

cas, Q(z) est nécessairement irréductible). On utilise la base polynomiale

(ﬁlw"?ﬁw) = (17C7"'7Cw_1)

pour représenter les éléments de Fow. Des équations (3.9) et (3.10), on obtient

1/P(Z) - (ﬁ1h0(2) + ﬁwhw—l(z))/M(z)
M(z) = (ho(2) + Chy(2) -+ " Thy 1(2)) P(2). (5.19)

De cette derniere équation, on a

(}Nlo(z) + Chl(z) +oee At Cw_lﬁw—l(z))(po(z) + Cw*pa,*(z)) = 0 mod M(z)
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ol hi(2) = hi(2)ho(2) ™! mod M(z) pour i =0,...,w — 1. On obtient alors

w—1 J wHy*—1 w—1
Y YT p@hE) + Y ¢ D pii2)hi(z) = 0 mod M(2). (5.20)
Jj=0 i=max (0,7 —*) j=w i=j—y*
Soit .
m;(z) = Z pj—i(z)ﬁl(z) € Fyz]
i=j=7*

pour j = w,...,w+~* — 1. Egalement, soit (J = 56 + 5{(’ +...+ 52,_15“’*1 pour
Jj = w,...,w+ " — 1. Dans cette derniere équation, les (53 € Fy dépendent du

polynome Q(z) € Fa[z].

On peut réécrire (5.20) comme

w—1 J w+y*—1
NI pmi@hi(R)+ Y (B4 0, ¢ my(z) = 0 mod M (2).
j=0  i=max(0,j—v*) j=w

Cette derniére équation peut étre séparée en w équations, une pour chaque ¢7, 0 <
j < w—1. On peut faire cela puisque M (z) n’a aucune composante en ¢/ pour j > 0 et
que les ¢7 sont linéairement indépendants sur Fy[z]. Chaque ligne du tableau suivant
correspond a une de ces équations et chaque colonne correspond au coefficient de
ﬁj(z),O <j<w-1oumi(z),w <j<w+~vy" — 1. Remarquons qu’il s’agit d'un
systéme de w équations linéaires homogene dans Fy[z] /M (2).

ho(2) hi(2) ... hy(2) hyega(2) hw—1(2) Mw(2) ... Muyye_1(2) | mod M(2)
po(z) 0 ... 0 0 0 swoo... swtrl 0
p(z) po(z) ... 0 0 0 swoooL. vt 0
: : 0 0
Py Pyt e pol(2) 0 0 A A 0
0 py pi(2)  po(2) 0 DT G 0
: 0 0
0 0 ... 0 0 poe(z)  ov, ... suty Tt 0

En sélectionnant quelques des (v* 4 1) premieres lignes, il est possible d’obtenir une
combinaison linéaire sur [Fy des lignes sélectionnées de telle maniere que les coefficients

des polynomes m,,(z) & my,1+_1 soient tous nuls. Ceci est vrai puisque la sous-matrice
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composée des (v* + 1) premieres lignes et les v* dernieres colonnes ne peut contenir

(7* + 1) lignes linéairement indépendantes. Soit

ro(2)ho(2) + 11(2)h1(2) + - - - + 70 (2)hye (2) = 0 mod M (2),
le résultat de cette combinaison linéaire. Notons que chaque 7;(2) est une combinai-
son linéaire sur Fy des polynomes py(2),...,py ce qui veut dire que deg(r;(z)) <

deg(P(z)) pour i =0,...,v*.

Par la proposition 3.2, une base possible pour le réseau dual LZ.,,(T(F)) de

L1(T(F3)) est {vo(2),...,v(2)} on

vo(z) = (M(2),0,...,0)

vi(z) = (hi(2),1,...,0)

V() = (hy,0,...,1).

Soit
w(z) =11(2)vi(2) + -+ 1 (2) Ve (2).

La premicre coordonnée du vecteur w(z) est ro(z)ho(z)M(2)t(z) pour une valeur
de t(z) € Fylz]. Soit W'(z) = w(z) — ro(2)ho(2)t(2)vo(2). Evidemment, w’(z) est
dans le dual. Il est facile de voir que la premiere coordonnée de w'(z) est zéro et
que les polynomes constituant les autres coordonnées ont des degrés qui n’excedent

pas r = deg(P(z)). C’est pourquoi, le premier minimum successif s;, du réseau

*

e y1(T(Fy)) doit étre plus petit ou égal a 2". Par le théoréme 4.2, on a que, pour les

générateurs LFSR dans Fow ou les GCL polynémiaux dans Fou[2]/P(2),
ty <logysie <r

ol s1¢ est le premier minimum successif de £;(T'(FFy)). O
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Ce théoreme, qui est tres général, peut s’appliquer au GCL polynomial et au

LFSR. Les deux corollaires suivants démontrent ceci.

Corollaire 5.1. En supposant une représentation dans la base (1,(,...,¢") des
éléments de Fow ou ¢ est la racine d’un polyndome irréductible Q(z) € Fo[z], I'équidis-
tribution d’un GCL polynéomial dans Fow|z]/P(2), ot P(2) est irréductible sur Fouw,
P(z) = po(2) + (p1(2) + -+ pye(2) et pi(2) € Fafz] pouri=0,...,v* et la sortie

est donnée par y, = q,, est telle que
t,y*+1 S T.
Ceci implique que ty < r pour £ > v*.

Corollaire 5.2. En supposant une représentation dans la base (1,(,...,C") des
éléments de Fow ou ¢ est la racine d’un polyndome irréductible Q(z) € Folz], 'équidis-
tribution d’un LESR dans Fow, dont le polynome caractéristique est irréductible sur
Fouw et est P(z) = po(2) +Cp1(2) + - + (7 pye(2) 0u pi(2) € Falz] pouri=0,...,v*

et la sortie est donnée pary, = v,, est telle que
t"/*-}—l S T.

Ceci implique que t; < r pour { > v*.

Démonstration. Ces deux corollaires peuvent se démontrer en observant que pour le
LFSR, la matrice T" est définie par (5.6) et t0 = v,, et que pour le GCL polynomial
dans Fau[2]/P(2), la matrice T est définie par (5.9) et £ = g O

Ce théoreme démontre la limitation observée sur 1’équidistribution des TGFSR
sans tempering. Pour le TGFSR, P(z) = po(z) + (pi(z) ou po(z) = 2" + 2™ et
p1(2) = 1, ce qui implique que ¢, < r. Dans [102], on démontre ce fait, mais par une

autre technique qui est difficilement adaptable a notre cas.
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5.6 Equidistribution pour certaines projections

Dans cette section, on discute des propriétés des LFSR dans Fow et des GCL po-
lynomiaux dans Fow|[z]/P(2) par rapport a I’équidistribution de I’ensemble de points
U(X,H,L,J) ou J = {j1,72,---,7¢:} et j1 = 0. La propriété la plus intéressante
démontrée dans cette section est que la tres grande majorité des projections en deux
dimensions, V(X H, L, {j1, j2}), quand L = w, affichent une équidistribution par-
faite. On donne aussi des résultats pour les projections de dimension plus grande que
deux. Les résultats sont montrés avec la matrice de tempering H = [R 0] ou R est
une matrice w X w non singuliere et H est une matrice w x k. En d’autres mots, la
sortie est produite a partir de y,, = Rv, ouy, = Rq,o dépendemment du type de

générateur.

Pour I'analyse de cette section, on émet ’hypothese suivante.

Hypothése 5.1. Pour tous les résultats de cette section, supposons que P(z) soit

rréductible sur Fow.
Pour un ensemble d’indices J = {0, ja, ..., j:}, par la proposition 4.2, on dit que
U,(X, H, L, J) est de résolution ¢ si et seulement si I’application linéaire
xog — (trunc(yo), trunc,(y;,) - - - , trunce(y;,)) (5.21)

est de plein rang [33].

Pour les LFSR dans Fyw, avec { = L = w, y,, = Rv,, pour t < r, I'application

(5.21) est équivalente a
(mo,ml, e ,mr,l) — (mo,mh, e ,mjt)

quand R est une matrice w x w de plein rang. Pour les GCL polynomiaux dans

Fouw(2]/P(2), avec { = L = w, y, = Rq,,,, pour t <, (5.21) est équivalent a

(qo,ra s 7q071) - (qo,m ng,rv s 7th,7’)' (522)
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Puisque dans les deux cas (LFSR et GCL), {Rqy, }n>0 et {RV,}a>0 sont la méme
séquence, mais avec des points de départ différents, on se concentre sur le GCL po-

lynémial dans Faw|[z]/P(2) pour analyser 1’équidistribution dans les deux cas.

Lemme 5.1. L’application linéaire

(CJom ce ,QO,l) - (QO,Z» cee aQT—l,i)‘

est de plein rang pouri=1,...,r.
Démonstration. Nous allons démontrer qu’étant donné un vecteur (qo,...,qo1) €
F., le vecteur (qo, - - -, qr—1,) € Fh. correspondant est unique et vice-versa.

Etant donné linitialisation t, = (qor,---,401), la fonction génératrice G;(z) =

qo,iz_1 +---4¢qr_1,27"+--- correspondante est unique et est déterminée entierement
par initialisation to. D’autre part, si on choisit un vecteur (go,...,¢—-1,:) € Fhu
arbitrairement, alors celui-ci est produit par au moins une initialisation ty. Sup-
posons qu’il y ait deux initialisations t, et to qui génerent la fonction génératrice
Gi(2) = @iz '+ -+ q_1,27" + ---. Dans ce cas, la fonction génératrice de 'ini-
tialisation to + to est G;(2) = 0. Ceci implique que, soit la i-ieme ligne de la matrice
de transition est nulle, soit to = ty. On sait que la matrice de transition est de plein
rang (car on suppose que P(z) est irréductible), ce qui veut dire qu’il n’y a qu’une

seule initialisation qui produit la fonction génératrice G;(z). [

On définit les matrices W;, 1 <1 < r, par celles qui correspondent aux applications

linéaires suivantes (pas nécessairement de plein rang)

VV’L'(qO,ia cee aqqul,i)T = (QO,ia Qjoyiy - -+ 7th,i)T' (5'23)

Lemme 5.2. Les matrices W;, pour i =1,...,r, sont une seule et méme matrice W.
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Démonstration. Soient G;(z) = q07i2_1+~ - 4qr—1,2" "+ --. Onsait que les coefficients

de G;(z) suivent la récurrence linéaire

\
i = Y bjln-si
j=1

quelle que soit la valeur de i. Pour une valeur de jj, fixée, en manipulant cette derniere

équation, on peut obtenir ’équation

Qi = WhoGo; + T Whr—1Gr—1,,

o wy; € Faw, 0 <1 <7, quirelie g;, a qos, - - -, ¢r—1,- Remarquons que les coefficients

wp,, 0 <1 <7, ne dépendent que de jj, et non de 7. Notons également que la matrice

W; contient & la premiere ligne le vecteur (1,0, ...,0) et ala h-ieme ligne, 2 < h < r,le
vecteur (wpp, . .., wnr—1). Tous ces vecteurs ne dépendent pas de ¢, donc, peu importe
sa valeur, W; est toujours la méme matrice. O

Puisque les matrices WW; sont toutes la méme matrice, dans ce qui suit, on note les
W; par une seule et méme matrice W. Additionnons les applications linéaires (5.23)

de la maniere suivante

T

r
Z W(qo,i7 ce 7Q7’—1,i)TZT_i - Z(%,i, qu,i7 s 7ij,,7§>TZT_i
i=1

=1

pour obtenir

W(qo(2), ., @r-1(2))" = (a0(2), 4 (2), -, 3, (2))

ou
Wz W22 ... W2r_1 Wo.
W = =
Weo W2 ... Wir-1 Wi

et les w;j € Fow, w;. €5, 1 <1<t 0<5<r—1.
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Théoréeme 5.4. L’application (5.22) est de plein rang si et seulement si la matrice

W est de plein rang.

Démonstration. Puisqu’il existe une application de plein rang de (qo,...,qo1) vers

(90.rs- -+ qr—1,), pour démontrer que (5.22) est de plein rang, il suffit que

(QO,T7 s >qr71,7") - (qO,ra Qjory - - - >qjt,7”)

soit de plein rang, donc que W soit de plein rang. De méme, si (5.22) est de plein

rang, ceci implique directement que W est de plein rang. O

Ainsi, pour déterminer si Wy(X, H, L, J) est (t, w)-équidistribué, il suffit de cons-
truire la matrice W correspondante et de déterminer son rang. Il est (¢, w)-équidistri-

bué si W est de plein rang.

Soit Ji; = {(j1,J2,---50t) 1 0 =71 < ja < ... < ji < j}. On définit par j; la
valeur maximale de j pour laquelle I'application (5.22) est de plein rang pour tous les
tuplets d’indices contenus dans J; ;. Par exemple, en deux dimensions, la valeur de j;
est la plus grande valeur de j, telle que ’ensemble de points V(X H, L, {0, jo}) est
(2, w)-équidistribué pour tout jo < j3. Soit le critere A(S(a), A) = max g A(J)
ou S(a) = {{0,7} : 1 < j < a}. Pour ce critere, on a que A(S(j5),A) = 0 et
A(S(j5 +1),A) > 0. Si on cherche des générateurs avec le critere A(S(a),A), il
est préférable que la valeur de 75 soit la plus grande possible. En général, pour un
générateur, on voudrait que j; soit le plus grand possible pour chacune des dimensions
t qui nous intéressent. Dans ce qui suit, on donne différents résultats sur la maniere

dont se comporte j;.

Lemme 5.3. Ona j; > js > ... > jr.

Démonstration. Soit J = {0, ja, ..., Js—1,J5 + 1}, une projection telle que 'ensemble

de points V4(X, H, L, J) n’est pas (s, w)-équidistribué et s < r. Soit W, la matrice W
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de l'application (5.22) pour cette projection. On sait que W, n’est pas de plein rang.
Soient J' ={0,72,...,Js—1,di+ 1, Youy > +1et J"={0,72,...,5", ..., i+ 1}
ou 0 < j” < jretj” # j; pour i = 2,...,;s — 1, deux projections en dimension
s + 1. Montrons que ¥y, (X, H, L, J") et ¥, (X, H, L, J") ne sont pas (s + 1, w)-
équidistribués. Soient Wy et Wyn, les matrices W de application (5.22) pour les
projections J' et J”, respectivement. Les matrices W; et W ont les mémes lignes,
sauf que W a une ligne de plus (la derniere de Wj:). De plus, les matrice W; et W
ont aussi les memes lignes, excepté que Wj;» a une ligne de plus. Puisque W; n’est
pas de plein rang et s < r, ceci implique que Wy et W;» ne peuvent pas non plus

etre de plein rang. On en conclut que j; ; < j7 O]
Lemme 5.4. j;7 > 1 —1 pourt <r.

Démonstration. Soit t < r, un entier. Pour J = {0, j2,...,7:} ou j; < r, la matrice
W est la matrice qui contient a la h-ieme ligne le vecteur composé de zéros sauf un

« 1 » ala jy-iéme coordonnée. Evidemment, cette matrice est de plein rang. Ce qui

montre que j; > r — 1 pourt <r. ]

Corollaire 5.3. Pour une valeur de s inférieure a r, si ji =r —1, alors j; =r —1

pour s <t <r.

Démonstration. Le résultat est obtenu en combinant les lemmes 5.4 et 5.3. OJ

Proposition 5.1. Soit p, le nombre de coefficients non nuls de P(z). Sip <r, alors

Jp=r—1L

Démonstration. Supposons que p < r. Soit

t—1
P(z)=2"— Z by—p, 2"
=1
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on0=mn3 <ng <...<mn_y <r. Solent t =petJ=1{0,41,...,5:} ouj, =r. Pour
cette projection, la matrice W est telle que
1 sik=yjy,

Wy, k =

)

0 sinon

pourv=2,...,t—=1,k=0,...,7r—1,et wy = b, pour k = 0,...,r—1, puisque 2" =
Z;;ll br—n; 2" mod P(z). Pour la projection J = {0,ny,...,n.1,7}, on construit la

matrice W de la maniere prescrite ci-haut. On observe que

w;. = b Wi+ by, W1,

Npr—ny

puisque ¢,(2) = bn,_,, Gn, (2) + -+ br_n,_,qn,_, (). Pour cette projection, la relation
(5.22) n’est pas de plein rang par le théoreme 5.4. Pour les valeurs de j; < r — 1, il
est clair que la relation (5.22) est de plein rang, ce qui implique que j; = Jp <r—1L

Mais puisque p < 7, par le lemme 5.4, on obtient j; =1 — 1. O]

Corollaire 5.4. La valeur de j: estr — 1.

Démonstration. Ce corollaire est une conséquence de la proposition 5.1 et du corol-

laire 5.3. O

Le prochain théoréme est probablement celui qui donne le plus de valeur aux
LFSR dans Fou et aux GCL polynomiaux dans Fouw[2]/P(z). En effet, celui-ci garantit
que I'équidistribution sera parfaite, jusqu’en résolution w, pour la tres grande ma-
jorité des projections en deux dimensions que 'on pourrait considérer. Le théoreme
est important car cette propriété réduit de facon considérable le risque d’obtenir
des dépendances statistiques entre les paires de nombres (u,, t,1.) pour n’importe
quelle valeur de c. Le théoreme est valide pour n’importe quel choix de polynome

caractéristique P(z) irréductible sur Fow.

Théoréme 5.5. Supposons que P(z) € Fauwz]|, un polynéme irréductible sur Faow,

soit le polynome caractéristique sur Fow d’un GCL polynomaial et qu’il soit tel que son
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nombre de coefficients non nuls, p, soit supérieur a 2. Soit g(z), un élément primitif
de Fauw[z]/P(2) et q, un entier positif tel que g(z)? = z mod P(z). Pour ce GCL

polynomial, on a que
Js = (2" =1)/(pged (2" —1,¢)(2" = 1)) — L.

Démonstration. Soit m, 'ordre de z dans Fauw[z]/P(z). Par le théoreme 1.15 (ii) de
[56], on a m = (2*" — 1) /pged(2“" — 1, q). La deuxiéme ligne de W n’est jamais nulle
et, quand t = 2, la seule maniere que la matrice W ne soit pas de plein rang est que

wao # 0 et wej = 0 pour tout j =1,...,r — 1. Dans ce cas,

4j,(2) = w20q0(2)

2q0(2) = waqo(z) mod P(z)
22 = wy mod P(z)
(22)*"7' = wj, " mod P(z)
022" = 1 mod P(2)
J2(2¥ —1) = 0mod m

J2(2¥ —=1) = wvm

J2 = vm/(2w - 1)7

ol v est un entier positif. La cinquieme égalité est valide puisque w%’l = 1 par le
théoreme 1.15 (ii) de [56]. La sixieme égalité découle du fait que z est d’ordre m dans
Faw[z]/P(z). On veut la plus petite valeur non nulle de j, possible, qui est m /(2% —1)
(quand v = 1). On peut conclure que j5 = m/(2* — 1) — 1. Par contre, si p < 2, alors

par la proposition 5.1, on obtient j5 =r — 1. O

Corollaire 5.5. Supposons que P(z) € Fau[z], un polynome primitif sur Fou avec p
coefficients non nuls, soit le polynome caractéristique d’un GCL polynomial. Pour ce

GCL polynémial, si p > 2, alors j5 = (2" —1)/(2¥ — 1) — 1.
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Démonstration. En faisant référence au théoreme 5.5, si P(z) est primitif, alors g(z) =

z. Dans ce cas, ¢ = 1 et pged(2¥" — 1,q) = 1. H

Pour les deux prochains corollaires, on suppose que P(z) est primitif.

Corollaire 5.6. Soit J = {0,5}, 7 > 0. L’ensemble de points Vo(X, H, L, J) est

(2, w)-équidistribué si et seulement si j n'est pas un multiple de (2*" —1)/(2% —1).

Corollaire 5.7. Soit J = {i,i+ j}, i > 0, j > 0. La proportion des ensembles de
points Vo(X, H, L, J) qui ne sont pas (2, w)-équidistribués est (2* —1)/(2*" —1).

Démonstration. Soit J = {0, j}. Par le corollaire 5.6, on doit compter le nombre de
valeurs de j, ou 0 < j < 2% — 1, telles que j = v(2*" —1)/(2* — 1) ou v est un
entier. On sait que 7 < 2% — 1, ce qui implique v < 2 — 1. Le nombre de valeurs de
J telles que j = v(2*" —1)/(2¥ — 1) est donc 2% — 1. Puisque le nombre de valeurs de
J possibles est 2" — 1, la proportion des projections J telles que Vo(X, H, L, J) est
(2, w)-équidistribué est (2¥ — 1)/(2¥" — 1). Puisque que V;(X, H, L) est stationnaire

dans la dimension, on obtient le résultat du corollaire. O

Ce dernier corollaire nous dit que presque toutes les projections en 2 dimensions
sont parfaites du points de vue de I’équidistribution quand L = w et P(z) est primitif
sur Fow. Ceci réduit de fagon considérable le risque de corrélation entre des paires de

valeurs produites par le générateur.

Exemple 5.5. Quand L = w = 32 et r = 25, on a que seulement 1 projection sur 2768
n’est pas parfaite! Méme quand r = 2, on obtient un ratio de 1 projection sur 23? qui

n’est pas parfaite. Ceci s’avere étre une qualité importante de ce type de générateur.

Cette propriété peut étre intéressante pour 'utilisation de ce type de générateurs
pour construire des générateurs de nombres aléatoires paralleles. Ces générateurs sont

utilisés pour effectuer des simulations en parallele sur plusieurs processeurs. Pour ce
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type d’applications, on utilise un générateur différent sur chacun des processeurs. Sou-
vent, on émet I’hypothese que chacun des générateurs de nombres aléatoires produit
une séquence de nombres aléatoires qui est indépendante des autres séquences pro-
duites par les autres générateurs. Une technique courante pour implanter plusieurs
y , , . . PV
générateurs est d’affecter un segment d’une meéme séquence aléatoire a chacun des
K processeurs. Soit {u, },>0, la séquence de base. Les processeurs sont numérotés de
1 a K. Le processeur k utilise la séquence {ty(k—1)z}n>0 ol Z est grand. Puisque
Z est grand, on suppose que les séquences ne se chevauchent pas et qu’elles sont

indépendantes les unes des autres.

Pour certains types de générateurs, tels les GCL ordinaires, il faut étre prudent
quand on choisit la valeur de Z. Dans [14, 15, 16, 13, 17, 18], les auteurs étudient les
corrélations de long délai, c’est-a-dire les corrélations des ensembles de points formés
par les par (uy,u,yz) pour les GCL ordinaires. Ils affirment que les corrélations
sont importantes quand les résultats au test spectral de I'ensemble de points sont
insatisfaisants. Le test spectral est un test théorique qui mesure l'uniformité de
générateurs basés sur une récurrence linéaire dans Z, ou p > 2 est un nombre premier.
L’équidistribution et le test spectral sont semblables a plusieurs égards [53]. Similai-
rement, puisque I’équidistribution des ensemble de points {(uy,, uyie) : n > 0} est
parfaite pour presque toutes les valeurs de ¢, on pourrait conclure que les corrélations
de long délai d’ordre 2 sont pratiquement inexistantes pour les GCL polynomiaux
dans Fow/P(2) et pour les LESR dans Fow. De plus, on peut facilement éviter les

mauvaises valeurs de ¢, puisqu’on les connait.

Dans [20], on analyse I'ensemble de points Pz = {(tn, Un4z, - - - Uni-1)2) 1 10 >
1}, produit par un GCL ordinaire, avec le test spectral. On utilise I'ensemble de
points pour intégrer des fonctions tests. L’auteur démontre de maniere empirique,
qu’un biais important est induit a ’estimateur Monte Carlo quand P, z n’obtient pas

de bons résultats au test spectral.
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Ce résultat de [20], nous incite & croire que la méme chose pourrait se produire si
'ensemble de points Pz = {(un, Un+7, - -, Uni-1)z) : n > 1} produit par un GCL
polynomial ne performe pas bien par rapport a l’équidistribution. Pour utiliser ce
type de générateurs dans des applications de simulation parallele, il faudrait analy-
ser ’équidistribution de cet ensemble de points. Si I’équidistribution de ceux-ci est
satisfaisante pour ¢t = 1,...,wr, alors le générateur est un bon candidat pour étre
utilisé comme générateur parallele. Trouver les paires (P(z), Z) tels que P, z est bien
équidistribué pour ¢t = 1,...,rw pourrait étre une avenue de recherche intéressante

pour la construction de générateurs paralleles.

5.7 Techniques d’implantation

Dans cette section, on discute de deux techniques pour implanter les générateurs
qui utilisent le corps fini Fow. La difficulté dans I'implantation de ces générateurs est
d’effectuer les multiplications dans le corps fini Fow rapidement et efficacement du
point de vue de la mémoire. Afin de surmonter cette difficulté, on utilise des tableaux

de valeurs pré-calculées. Les prochaines sous-sections proposent deux techniques.

5.7.1 Récurrences avec coefficients b; quelconques

La premiere technique considere le cas ou les coefficients du polynéme P(z) sont
quelconques, c’est a dire qu’ils peuvent prendre n’importe quelle valeur de Fouw. Soit
b, un de ces coefficients. Pour multiplier un élément v € Fow par b, il faut multiplier
sa représentation v dans la base choisie par la matrice A,. Cette multiplication se fait

en O(w?) opérations, ce qui n’est pas tres efficace.

Pour une plus grande efficacité, en termes de rapidité, on pourrait construire une

table de 2% valeurs pré-calculées qui contiendrait toutes les multiplications possibles.
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Ceci devient vite impraticable, sur le plan de la mémoire, quand w est moindrement
grand. Par exemple, si w = 32, alors cette table aurait 232 entrées et occuperait 16

Go de mémoire.

Une facon de pallier au probleme causé par la grande quantité de mémoire nécessai-

re est d’effectuer la multiplication en un petit nombre ¢ d’acces a la mémoire. Pour
. . . . 1) 42 .

ce faire, on divise la matrice A, en sous-matrices Aé ), Az(; ), o ,Al(f), chaque matrice

Al(f) étant de dimension h x w; de telle maniére que
Ay =[AV LAY (5.24)

et
D wi=w. (5.25)
=1

Ainsi, la multiplication A,v peut étre effectuée par Al(,l)v(l) + -4 Al(,c)v(c) ol
v = (V(l)T, . ,V(C)T)T et v est un vecteur de w; bits. Les multiplications par les
matrices Al(f) sont pré-calculées. Dans ce cas, la mémoire nécessaire pour emmagasiner

les multiplications par les matrices Al(f) est

w XC: 2w
i=1
bits.

Exemple 5.6. Prenons le cas ot w = 32, ¢ = 2 et w; = wy = 16. La mémoire
nécessaire est de 512 Ko et le nombre d’acces a la mémoire pour effectuer la mul-
tiplication est 2. On peut voir une nette amélioration de 1'utilisation de la mémoire
par rapport au cas ou l'on ne fait qu’un seul acces a la mémoire. Dans le cas ou
w = 32,c = 3,w; = wy = 11 et w3 = 10, la mémoire nécessaire n’est que 20 Ko.
Ces exemples nous montrent qu’il est possible d’utiliser des tables pré-calculées qui
utilisent peu de mémoire et peu d’acces a la mémoire et ce, pour n’importe quelle

matrice Ay.
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Un autre probleme des tables pré-calculées est le temps nécessaire pour les calculer.
Une estimation optimiste voudrait que I'on puisse effectuer 2 x 107 multiplications
en 1 seconde sur un ordinateur de table courant. Dans le cas ou w = 32 et ¢ = 1,
les 232 multiplications se font en 215 secondes. Mais dans le cas ol w = 32,¢ =
3,w; = wy = 11 et w3 = 10, une évaluation pessimiste (olt 'on ne fait que 10°
multiplications par seconde) donne que les pré-calculs se font en 5 x 1072 secondes.
Ce temps est acceptable puisque cette opération n’est effectuée qu’une seule fois, soit

a l'initialisation du générateur.

Grace a ce type d’analyse, on peut déterminer s’il est mieux de pré-calculer a
I’exécution ou d’effectuer les pré-calculs une seule fois, d’emmagasiner les résultats

dans un fichier et de les charger a I'exécution.

Un avantage de ce type d’implantation est d’avoir une tres grande flexibilité dans
le choix de la matrice de tempering. En effet, si le tempering n’est effectué que sur les
w premiers bits du vecteur d’état, alors il est possible d’intégrer ce tempering dans

les tables de calcul. Voici comment.

Soit
R 0 0
0O R --- 0
B=| (5.26)
0 0 --- R

la matrice de tempering ot R est une matrice w X w non singuliere. Pour un LFSR

dans Fyw, on produit la sortie avec y, = Bx, = ((Rv,)",...,(Rv,_+1)")T". Soit
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w, = Rv,. De la récurrence (5.5), on obtient
Rv, = Z RAp v, —;
i=0
W, = Y RA,R'Rv,_
i=0

w, = XT:RAbiR_lwn_i.

1=0

Ainsi, au lieu de pré-calculer les multiplications par les matrices A;,, on pré-calcule

les multiplications par les matrices RA, R™!. La sortie devient

T T T
Yn = (Wn7 e JWmfrJrl)
Ceci permet de choisir n’importe quel tempering B de la forme (5.26), en autant que R

soit de rang w, et de I'implanter de maniere efficace, sans grand cotit supplémentaire.

Un développement semblable peut étre fait pour le GCL polynomial. Le type de
tempering défini par (5.26) correspond a transformer la base de Fow. On pourrait
implanter ce générateur en remplagant A, par RAy,, R~' dans la matrice X donnée

par (5.6) et utiliser B = I, puisque le tempering est incorporé dans la récurrence.

Le probléeme avec une matrice de tempering R compliquée est le temps nécessaire
qui est souvent long pour effectuer la multiplication. Puisque le tempering est inclus
dans les tables de multiplications, alors peu importe la complexité de la matrice R,

le temps d’exécution du générateur ne s’en trouve nullement affecté.

5.7.2 Récurrences avec coefficients b, particuliers

Malgré le fait que I’on peut effectuer la multiplication par A, de fagon relativement

efficace sur le plan de la mémoire, la technique décrite dans la section précédente peut
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se révéler peu efficace lorsque les générateurs sont utilisés dans des applications qui
utilisent intensivement la cache de 'ordinateur. Pour pallier a ce probleme, on utilise
un polynome P(z) qui a des coefficients b; d’'une forme particuliere. Les coefficients

considérés sont de la forme
S

b= (" (5.27)

=1

Expliquons comment cette forme permet d’effectuer la multiplication plus efficace-

ment. Soient Q(z) = 2% + > _;_, a;2" ", le polynéme minimal de ¢ sur Fy et

a2

1 aq

(la matrice (B.1) de I'annexe B), qui permet de multiplier par ¢ dans la base po-

lynomiale. Il est facile de voir que, si ¢ < w, alors on a

00 ...0 pu ... bpig
00 ... 0 pu ... bpoy
AL = 10 ... 0 pg ... Dy
0 1 0 Pgr11 -+ Pgtig

00 ... . 1T pw1 .- DPug
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On peut exprimer AZ par R, + 1T, ou

0 0 .00 0

0 0 .00 0

R, = 1 0 . 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 10 0

et
O O e 0 P11 e plq
00 ... 0 pau ... Dy
Tq - 00 ... 0 Pq1 Ce DPqq
00 0 DPg+11 -+ DPg+lyg

00 ... 0 pPuwr -+ DPug

La multiplication A%v = (R, + T},)v se fait en deux étapes. La premiere consiste
a décaler vers la droite de g positions le vecteur v et la deuxieme consiste a regarder
dans une table le résultat de la multiplication T v. Le résultat de cette multiplication
est uniquement déterminé par les ¢ bits les moins significatifs de v. Ceci veut dire
que la table ne contient que 27 valeurs. Dans le cas ou ¢ = 8 et w = 32, alors la table

n’occupe que 1 Ko.

Maintenant, supposons que l'on veuille multiplier par b = 7, ¢; "1, Dans ce
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cas, on a

Ay = ZS: AT = ZS: ¢i(Rioi +Ti1)
=0 i=0
= Z i1+ Z ciTiy
i=0 i=0

= i CiRi—l +T.
1=0

L’implantation de la multiplication A,v se fait aussi en deux étapes. La premiere
étape, la multiplication (3 ;_,c;R;—1)v, consiste a faire autant de décalages vers la
droite qu'il y a de coefficients ¢; non nuls, 0 < i < s. La multiplication (}_;_, ¢;T;—1)v

se fait en ne regardant que dans une seule table de valeurs pré-calculées.

Cette technique a 'avantage de permettre I'implantation de générateurs utilisant
le corps fini Fow avec de petites tables de valeurs pré-calculées. Par contre, comme
on a pu le constater a la section 5.5, il y a une limitation sur l’équidistribution
qui peut étre obtenue avec un LFSR ou un GCL polynomial dont le polynome ca-
ractéristique P(z) a des coefficients de la forme (5.27). Pour pallier & cette restriction
sur I’équidistribution, nous utilisons un tempering pour obtenir de bons générateurs
a la section 5.8. Egalement, dans la premiere étape de I'implantation, le nombre de
¢; différents de zéros influence la rapidité de la multiplication. Ceci suggere qu’il fau-
drait choisir des coefficients qui ont peu de valeurs de ¢; non nulles, ce qui restreint

davantage la sélection des b;.

5.8 Recherche de bons générateurs

Dans cette section, on expose les résultats de recherches de bons générateurs. Dans
un premier temps, on donne les parametres de générateurs qui utilisent la technique
d’implantation exposée dans la section 5.7.1 et, dans un deuxieme temps, on donne

les parametres de générateurs qui peuvent étre implantés par les deux techniques
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expliquées aux sections 5.7.1 et 5.7.2. Les générateurs trouvés ont des périodes de

296 _ 17 2256 _ 17 2416 —1et 2800 —1.

5.8.1 Parametres de générateurs

avec coeflicients quelconques

Dans les Tableaux 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4, on donne les parametres de générateurs
qui peuvent etre implantés par la technique décrite a la section 5.7.1. Le polynome

caractéristique est de la forme
P(2) = 2" 4+ by—y2" 4 by_g2? + b, € Faul2]. (5.28)

Le coefficient b,_, est quelquefois nul. La recherche de parametres s’est fait en cher-
chant les générateurs qui minimisent le critere (4.3) qui fait la sommation des valeurs

de Ay pour £ =1,...,32, soit

V:ZAZ

=1
ou Ay est ’écart en dimension pour la résolution £. La recherche a été effectuée a ’aide

de la bibliotheque REGPOLY et s’est restreint a des générateurs de pleine période de

longueur 296 — 1, 2256 1 2416 _ ] ot 2800 _

Dans les tableaux présentés dans cette section et la prochaine, les coefficients du
polynéme P(z) sont donnés selon la base (1,¢, ..., ¢3!), sous une forme hexadécimale.
Le polynoéme Q(z) = 232 — 3°7 4,232~ est le polynéme minimal de ¢. On utilise la
notation hexadécimale pour représenter le vecteur (ass,...,a;). Les vecteurs de 32
bits m; et my sont ceux utilisés pour le tempering de Matsumoto-Kurita. Dans cette
section, les générateurs présentés ne comportent pas de tempering de Matsumoto-

Kurita, au contraire de ceux présentés a la prochaine section. Le tempering utilisé est
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celui défini par les opérations suivantes :

trunc,(v,)  si LFSR
trunc,(qn,,) si GCL polynomial
Zn = Z,® (2, < 7) & my)

Pour les générateurs dont P(z) peut avoir des coefficients quelconques, on réussit
a trouver de tres bons générateurs. Par exemple, on a trouvé plusieurs générateurs
de période 2% — 1 qui sont ME. Egalement, les générateurs de période 28 — 1 du
tableau 5.4 sont tous tels que Ay, = 0 pour £ = 1,...,15. Au tableau 5.5, nous donnons
les valeurs de Ay, pour £ = 16, ..., 32 pour tous les générateurs du tableau 5.4. Un fait
intéressant a remarquer est que pour ces générateurs, méme si nous avions appliqué
du tempering, les gains n’auraient pas été énormes. Par exemple, pour le premier
générateur du tableau 5.4, si on transforme sa sortie avec un tempering de Matsumoto-
Kurita, alors la meilleure valeur de V' qu’on a pu obtenir est 69, comparativement a
74. Etant donné que les bits les plus significatifs se comportent déja tres bien, on juge

non nécessaire d’appliquer un tempering sur ces générateurs.

Pour les besoins de la comparaison, notons que le TT800 [67], qui est un excellent
générateur de période 289° — 1, est tel que V = 261 et A, = 0 pour seulement

(=1,2,4,8,16,32. Son équidistribution est donnée au tableau 5.6.

5.8.2 Parametres de générateurs

avec coefficients 0; particuliers

Dans cette section, on présente des générateurs qui ont un polynoéme caractéristi-
que de la forme (5.28) ot les coefficients b;, 1 < i < r, sont de la forme >}, a;¢* ou
s est petit. Grace a la technique décrite a la section 5.7.2, il est possible d’implan-

ter un LFSR ou un GCL polynomial efficacement sous ces contraintes. On pourrait



Tableau 5.1 — Générateurs de période 2% — 1, r = 3, w = 32.

r t gq b,_; b,_, b, Q(2) m my, V
3 1 30a72fa7 - 537ab31f ccb06£f34 — — 1
3 1 — 04a87b98 - 4dd5e06e ccb06f34 — - 1
3 1 — 25bd9c69 - 5fa987e6 ccb06f34 — - 1
3 1 — 45bd1259a — 0907d8a2 ccb06f34 — - 1
3 2 1 Dbbfb8bb6 bd0c7735 Db7c5019c db3c36bL9 — - 0
3 2 1 db3bdic3 ffbaad94 2f55958b d53c36bL9 — - 0
3 2 1 b5b6191da 8c4c7161 8f4aaabf db3c36b9 - -0
3 2 1 04c10dlc 6766b08e 1ab21bbl db53c36b9 — — 0
3 2 1 7eb18ac9 4580b6c3 fc64ab9b d53c36b9 — — 0
Tableau 5.2 — Générateurs de période 2256 — 1, r =8, w = 32.
r t q b,_: b,_, b, Q(2) m; mp, V
8 6 3 fbadb4a9 045861d5 c5fb7653 ce023b3b — - 4
8 5 2 623a6e23 de6f£829f 17600ef0 ce023b3b — — 4
8 5 2 ££109816 046abcb0 1a3lecd46 ce023b3b - — 4
8 6 3 52d7df7d da3d9833 505c3b55 ce023b3b — — 4
8 5 2 7502f382 Db97e4366 1al71f8c ce023b3b — - 4
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également utiliser la technique décrite a la section 5.7.1. Avec la technique de la sec-
tion 5.7.2, la taille des tables de pré-calculs pour chacun des coefficients est de 2°
entrées de 32 bits. Dans les tableaux 5.7, 5.8, 5.9 et 5.10, la valeur de s est indiquée
par la mention « taille des tables : 2° ». Le format des tableaux est le méme que ceux

de la section précédente.

On recherche des générateurs qui minimisent le critere V' (voir (4.3)) et dont le
polynome caractéristique a des coefficients by, ..., b, de la forme > 7  ¢;¢* avec s = 3
et s = 7. Pour les générateurs avec s = 3, la taille des tables est 23 entrées de 32 bits et
pour ceux avec s = 7, la taille des tables est 27 entrées de 32 bits. Pour ces générateurs,

il existe une borne sur la valeur de t, par le théoreme 5.3. Pour contrer cette borne,

on utilise le tempering de Matsumoto-Kurita décrit a la section précédente. On se



164

Tableau 5.3 — Générateurs de période 2416 — 1, r = 13, w = 32.

r t q b,_; b,_, b, Q(z) m my, V

13 8 — 2bed5al8 - b4816b12 £9820db6 — - 20
13 5 — T7a64a92e - c0643058 f9820db6 — - 20
13 5 — 239e0deb — 73c92f6¢c £9820db6  — - 21
13 8 — bda6212c — 22684d7d f9820db6 — - 21
13 5 — a2f56680 — 5f1bd0a9 £9820db6 — - 21
13 8 — c1d47afo - cfadade8 £9820db6 — - 21
13 10 5 99e34535 f09bf592 9803caf7 9f26eaad — — 9

13 10 5 62a42238 e765704a 2f95dcOe 9f26eaa3d - - 10
13 9 2 723e9f93 cdbObf04 49c6606d 9f26eaa3 — — 11
13 9 6 329e2294 d423cele 98e4d109 9f26eaad — — 12
13 11 7 8bed0cd7 7ccl78d0 66a3e242 9f26eaad — - 13
13 11 7 516c29¢cb 836b3c64 bcballdd 9f26eaa3d - - 13
13 12 7 7315e8c0 ccff0488 ¢cf4d0331 9f26eaa3 - - 13
13 12 5 cd7bal9e bd10df04 Obd46a31 9f26eaa3 — — 13

Tableau 5.4 — Générateurs de période 280 — 1, r = 25, w = 32.

r t q br—t br—q br Q(Z) m, msy V
25 7 — e6a68d20 — 287ab842 fadf9p3f — - 74
25 18 — 26dc0579 — 88fc8c8a fadfo9pb3f — - 77
25 20 14 0001e6f1 1d5e07e3 3e433359 f£70211b8 — - 42
25 24 16 beled999 e21e9910 e09361e8 £70211b8 - - 54

Tableau 5.5 — Valeurs de A, pour les générateurs du tableau 5.4 pour ¢ = 16, ..., 32.

l 6 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
V=141 1 5 3 8 6 1 9 8 7 5 4 3 2 1
V=17|1 1 1 3 8 13 11 9 8 7 5 4 3 2 1
V =42 1 1 2 4 4 8 7 5 4 3 2 1
V =54 3 4 9 8 8 7 5 4 3 2 1

restreint a des générateurs de pleine période de longueurs 2% — 1, 2256 — 1, 2416 1
et 2800 — 1. Les résultats de la recherche sont exposés dans les tableaux 5.7, 5.8, 5.9
et 5.10. Pour certaines valeurs de s, aucun polynome primitif n’a été trouvé. C’est

pour cette raison que, pour certaines combinaisons de parametres, on ne donne aucun
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Tableau 5.6 — Valeurs de A, pour le TT800 pour £ =1,...,32.

¢ |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

¢ |17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
16 10 8 14 13 5 22 16 11 7 3

22 19 17 15 13 11 9 8 7 5 4 3 2 1

Tableau 5.7 — Générateurs de période 2% — 1, r = 3, w = 32.

r t q b, b’/‘—q b, Q(Z) mj mo V
taille des tables : 23

3 2 — 30000000 - a0000000 £6b5876b 5ccce080 71d7800c 3
3 2 — 30000000 — a0000000 £6b5876b 792b3701 9fe700b6 3
taille des tables : 27

3 2 — 0c000000 — 41000000 958357a6 8c5f6000 £f00e8066 3
3 2 — a0000000 - 12000000 958357a6 1d768200 d1e701c2 3
3 1 — 05000000 — 41000000 958357a6 5f226e01 £75181e6 3
taille des tables : 23

3 2 1 90000000 a0000000 50000000 8a81fb5f4 24b97381 £9d98000 O
3 2 1 90000000 30000000 50000000 8a81f5f4 1bI9b76401 Db24b0001 O
3 2 1 60000000 a0000000 50000000 8a81f5f4 cee64401 6aae8000 O
3 2 1 90000000 30000000 50000000 8a81fb5f4 a75d4481 a6598000 O
taille des tables : 27

3 2 1 03000000 48000000 18000000 fcb5f714 a4d07c01 Dbe2f8001 O
3 2 1 21000000 12000000 0a000000 fcbbf714 77£22481 57eb8001 O
3 2 1 41000000 30000000 c0000000 fcb5f714 b3af7681 DbLES80001I O
3 2 1 0a000000 a0000000 11000000 f£fcbbf714 21549901 cf8£f8001 O

2256 _1 avec s = 3

générateur. Par exemple, on n’a trouvé aucun générateur de période
et b,_, = 0. Probablement qu’il n’existe pas de tels polynomes étant donné le peu
de parametres possibles et que la recherche aléatoire de polynomes n’a donné aucun

résultat.

Tous les générateurs contenus dans les tableaux 5.7, 5.8, 5.9 et 5.10 sont excellents
du point de vue de I’équidistribution. On a pu trouver des générateurs de période
2% — 1 qui sont ME. Pour les générateurs de période 25°° — 1, I'équidistribution est

telle que Ay = 0 pour ¢ = 1,...,16. Les autres écarts en dimension A,, pour les
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résolutions ¢ = 17,...,32, sont donnés au tableau 5.11.

Tableau 5.8 — Générateurs de période 226 — 1, r =8, w = 32.

r t q b, brfq b, Q(Z) m; mo \%4
taille des tables : 23

& 5 3 a0000000 c0000000 30000000 d3e9de82 al3a9c81 5e6d801b 4
8 7 3 <c0000000 50000000 60000000 d3e9de82 4c0ad481 ebd30053 5
8 7 4 60000000 90000000 c0000000 d3e9de82 b39e2581 36f30072 5
8 7 4 c0000000 90000000 30000000 d3e9de82 98fd4c01 eea3003c 5
taille des tables : 27

8 5 2 03000000 44000000 28000000 ae397b58 05bf4081 eb67000c 4
& 6 3 41000000 05000000 60000000 ae397b58 1360c281 £3eb8004 4
8 5 2 24000000 81000000 30000000 ae397b58 9b6ae201 73ce0002 4
8 6 3 60000000 11000000 41000000 ae397b58 c76a8801 cf2f0001 4

Tableau 5.9 — Générateurs de période 2416 — 1, r = 13, w = 32.

T t q brft brfq br Q(Z) m; mo |4
taille des tables : 23

13 5 — 50000000 - 30000000 ae8b80el c55b6000 fcbd0015 23
13 5 — 50000000 — 30000000 ae8b80el 360d4401 eb31803f 23
13 5 — 50000000 - 30000000 ae8b80el 9b5c6101 b2cb0058 25
taille des tables : 27

13 8 — 0c000000 — 28000000 c65a6fe2 977e1101 fac78000 20
13 5 — 21000000 — 44000000 c65a6fe2 df850601 3758001 20
taille des tables : 27

13 9 6 06000000 41000000 05000000 92bb39c1 5f9bcall £d9d8006 9
13 8 4 24000000 06000000 48000000 92bb39c1 79f85701 3fcb000e 9
13 8 5 11000000 0c000000 30000000 92bb39cl1 b8404581 2230003 9
13 9 4 24000000 42000000 0c000000 92bb39c1 41830700 83b50008 9

5.9 Implantations en C

Dans cette section, on présente deux implantations de générateurs. Chacune uti-

lise une technique différente pour effectuer les multiplications dans Fow. Les deux
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Tableau 5.10 — Générateurs de période 280 — 1, r = 25, w = 32.

r t q b,_; b,_, b, Q(2) m; ms Vv
taille des tables : 23

25 11 — 30000000 — 50000000 e307bcOe f7b31a80 afb530001 72
25 11 — 30000000 — 50000000 e307bcOe fObal601 ab4b0000 75
25 14 - 60000000 - 30000000 e307bcOe cd1al000 8dc70001 78
taille des tables : 27

25 11 — 05000000 — 12000000 £282ea95 a6ea0881 4de58000 67
25 14 - 11000000 — 18000000 £282ea%95 e18e4881 2d5f8001 67
25 9 — 09000000 — 28000000 f282ea95 fa3cc981 6cf88000 68
25 16 — 81000000 — 18000000 f282ea95 f7660f01 3fec0000 69
25 9 — 22000000 — 11000000 £282ea95 Dbff09280 59ca0000 69
25 9 — 60000000 — 28000000 £282ea95 2e89a401 de278000 69

taille des tables : 23

25 21 6 30000000 c0000000 a0000000 e397e5c4 994aad401 5a9d8001 45
25 13 6 c0000000 30000000 a0000000 e397eb5cd 9475ce01 e7ed0001 47
25 19 7 c0000000 60000000 90000000 e397e5c4 13965001 2b6c8001 49
25 19 4 30000000 50000000 90000000 e397ebc4d 366ac280 7750001 49
25 18 8 60000000 90000000 50000000 e397ebc4d e2171580 9bd98001 52
25 13 11 a0000000 60000000 50000000 e397ebc4d d9769501 6ae58001 54
taille des tables : 27

25 18 13 42000000 21000000 50000000 9f1f0184 c19ee400 7e778000 36
25 13 5 12000000 28000000 06000000 9f1f0184 9e60e080 736b0000 37
25 21 12 60000000 48000000 09000000 9f1f0184 ce20b000 785a8000 37
25 21 12 60000000 48000000 09000000 9f1f0184 68090201 c3cf8001 38
25 16 10 82000000 24000000 48000000 9f1f0184 26fc4000 69570000 38
25 20 9 05000000 06000000 41000000 9f1f0184 8d868001 505c8001 38

Tableau 5.11 — Valeurs de A, pour les générateurs du tableau 5.10 pour ¢ = 16, ..., 32.

l 6 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
V =36 2 4 8 7 5 4 3 2 1
V =37 3 4 8 7 5 4 3 2 1
V =37 1 1 1 1 2 5 4 7 5 4 3 2 1
V=38 1 2 5 8 7 5 4 3 2 1
V =38 1 2 2 3 8 7 5 4 3 2 1
V =38 1 1 2 4 8 7 5 4 3 2 1

techniques sont données dans les sections 5.7.1 et 5.7.2 et pour celles-ci, on utilise la
base polynomiale (1,(,....¢*""!) pour représenter les éléments de Fou, ott Q(2) est
le polynéme minimal de (. Celui-ci est irréductible et de degré 32 (donc, w = 32).
Les éléments de Fow sont représentés par des variables de type unsigned int qui

sont considérées comme des vecteurs de 32 bits. Le bit le plus significatif est (* = 1
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et le moins significatif est (*~!. Par exemple, 0x8000000fUL représente 1’élément
14 ¢% 4+ ¢ + ¢% + 3. Pour représenter le polynome Q(z) = 2% + 3272 a;2°%~%, on
utilise le vecteur (ass, . .., a;) qui est emmagasiné dans une variable de type unsigned

int.

Pour chacune de deux techniques, il est nécessaire de remplir des tableaux de
valeurs qui sont utilisés par les générateurs. A cette fin, la fonction multiply () de
la figure 5.3 a été congue pour multiplier deux éléments de Fow. L’argument modPoly
est le polynome @Q(z) et a et b sont les deux éléments de Fyw & multiplier. La fonction
multiplyz(), qui est utilisée par multiply (), retourne la valeur a¢* ol a est I’élément

de Fyuw représenté par a. Ces deux fonctions sont montrées a la figure 5.3.

#define W 32

/* Fonction qui retourne a zeta"k dans GF(2732) */
unsigned int multiplyz (unsigned int a, int k, unsigned int modPoly)

int i;

if (k == 0)
return a;

else {

for (i = 0; i < k; i++) {
if (1UL & a) {
a = (a > 1) "~ modPoly;
} else
a=a> 1;
}

return a;

}

/* Fonction qui retourne a fois b, dans GF(2°32) x/

unsigned int multiply (unsigned int a, unsigned int b,
unsigned int modPoly)

{

int i;
unsigned int res = 0, verif = 1UL;
for (i = 0; 1 < W; i++) {
if (b & verif)
res "= multiplyz (a, W - 1 - i, modPoly) ;
verif <<= 1;

return res;

Figure 5.3 — Fichier GenF2w. c.
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5.9.1 Implantation en C de générateurs

avec coefficients quelconques

Dans cette sous-section, on présente une implantation en langage C de générateurs
qui utilisent une récurrence linéaire dans Fow. Cette récurrence a un polynome ca-
ractéristique P(z) dont les coefficients sont quelconques. Pour celle-ci, le polynome
caractéristique P(z) € Fau[z]| est le trindme 2" + b,z + b, qui est décrit a la
premiere ligne de le tableau 5.4 et L = w = 32. Ainsi, on a r = 25, t = 7,
big = 14+ C 4+ (24404 ¢80 ¢l0 £ (1B 1 ¢ (16 4 (20 4 (21 4 (B 4 (%
bos = (24 (44 (0 4 ¢10 f ¢ (12 4 (M (16 18 (19 4 (20 4 (25 4 30 o
Q(2) =142+ 224+ 22 + 24 420+ 27 4 22 4 2B 2 4 2P 210 4 29 1 220 1222 2%
226 4 22T 4 228 4 229 4 230 4 231 4 232 Pour ce générateur, I’équidistribution est telle que
V = 74. Nous présentons I'implantation de ce générateur puisque son polynome ca-
ractéristique n’a que deux coefficients non nuls (ce qui économise de I’espace mémoire

et améliore la vitesse d’exécution) et obtient une bonne valeur de V.

L’implantation est donnée a la figure 5.4. Celle-ci utilise la méthode présentée a
la section 5.7.1 et, aux équations (5.24) et (5.25), on utilise ¢ = 3, w; = 10, wy = 11,
ws = 11. Ceci veut dire que la multiplication par b,_; ou b, nécessite 3 tables qui
prennent chacune 32 x 219, 32 x 2! et 32 x 2! bits, pour un total de 20 Ko. Puisque
Q(z) est un trindme, il faut en tout 6 tables et elles occupent au total 40 Ko. Elles
sont implantés par les tableaux BRmT1, BRmT2, BRmT3 (pour b,_;) et Brl, Br2, Br3

(pour b,) qui contiennent des valeurs de type unsigned int.

La fonction InitTables2_32_800() remplit les tableaux en utilisant la fonction
multiply (). Celle-ci fait les multiplications dans Fow nécessaires afin de remplir cha-

cun des tableaux en tenant compte des valeurs de b,_; et b,.

Les macros MultBRminusT et MultBr implantent les multiplications par b,_; et

b,. L’argument X de chacun des macros représente un élément de Fow dans la base
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polynomiale que 1’'on veut multiplier.

La fonction F2wLFSR2_32_800() est l'implantation du LFSR dans Fow. On peut
remarquer que I'implantation ressemble a celle d'un TGFSR [66] sans tempering. La
différence réside dans les macros MultBRminusT et MultBr. Pour obtenir le T800 [66],

il faudrait redéfinir les macros

#define MultBRminusT(X) X
#define MultBr(X) (X>>1) ~ (0x8ebfd028UL * (X & 0x00000001UL))

La valeur de t est la méme pour le T800.

Dans cette implantation, on calcule, a chaque 25 appels de la fonction, la sortie des
24 prochains appels et la sortie du présent appel de fonction. Ceci est plus efficace du
point de vue de la gestion de la mémoire cache, car I’état du générateur (qui contient
une quantité relativement élevée d’information) est chargé dans la cache seulement

une fois a toutes les 25 itérations.

Pour ce qui est du GCL polynémial, son implantation est donnée par la fonction
F2wPolyLCG2_32_800(). Dans cette fonction, on utilise un « tableau rotatif » pour
éviter de décaler les valeurs dans le vecteur d’état a chaque itération. Ainsi, a la n-
ieme itération, le coefficient ¢, ,_; est représenté par x[(L+i)%R], pour ¢ = 1,...,7.
On remarque que la fonction F2wPolyLCG2_32_800() prend en argument un poin-
teur vers une variable de type double. Ce parametre représente le deuxieme flot de
nombres aléatoires qui est produit par le GCL polynomial (comme il est discuté a la
section 5.4). Le deuxieme bloc de 32 bits qui est mis a jour, soit x [L+T] ou x [L+T-R],

est utilisé pour produire ce deuxieme flot de valeurs aléatoires.



171

#include "GenF2w.h"
#include "F2w2_32.h"
#define R 25

#define T 7

#define BrmT Oxe6a68d20UL
#define Br 0x287ab842UL
#define modP O0xfad4f9b3fUL

#define MultBrmT(X) (BrmT1[(X&0xffe00000UL)>>21] ~ BrmT2[(X&0x001£ffcOOUL)>>10]
#define MultBr(X) (Bril[(X&0xffe00000UL)>>21] ~ Br2[ (X&0x001ffcOOUL)>>10]

~ BrmT3[X& 0x000003ffUL])
~ Br3[X& 0x000003ffUL])

static unsigned int BrmT1[2048], BrmT2[2048], BrmT3[1024], Br1[2048], Br2[2048], Br3[1024] ;

void InitTables2_32_800 (void){

}

unsigned int j;

for (j = 0; j < 2048; j++) {
BrmT1[j] = multiply (BrmT, j << 21, modP) ;
BrmT2[j] = multiply (BrmT, j << 10, modP) ;
Bri[j] = multiply (Br, j << 21, modP) ;
Br2[j] = multiply (Br, j << 10, modP) ;

}

for (j = 0; j < 1024; j++) {
BrmT3[j] = multiply (BrmT, j, modP) ;
Br3[j] = multiply (Br, j, modP) ;

double F2wLFSR2_32_800 (void){

static int k = 0;

static unsigned int x[R] = { /* initial seeds : R=25 words */
0x95f24dab, 0x0b685215, Oxe76ccae7, Oxaf3ec239, 0x715fad23,
0x24a590ad, 0x69e4bbef, 0xbf456141, 0x96bclb7b, O0xa7bdf825,
0xc1de75b7, 0x8858a9c9, 0x2da87693, O0xb657f9dd, Oxffdc8a9f,
0x8121da71, 0x8b823ecb, 0x885d05f5, 0x4e20cd47, 0x5a9adbd9,
0x512c0c03, 0Oxea857ccd, 0x4ccl1d30f, 0x8891a8al, Oxa6b7aadb }

if (k == R) { /* generate R words at one time */
int kk;
for (kk = 0; kk < R - T; kk++) {

x[kk] = MultBrmT (x[kk + T]) ~ MultBr (x[kk]) ;

}
for (; kk < R; kk++) {
x[kk] = MultBrmT (x[kk + (T - R)]) ~ MultBr (x[kk]) ;

}
return ((double) x[k++] * 2.3283064370807974e-10) ;

}
double F2wPolyLCG2_32_800 (double *stream?2){

static int L = R - 1;

static unsigned int x[R] = { /* initial seeds : R=25 words */
0x95f24dab, 0x0b685215, Oxe76ccae7, Oxaf3ec239, 0x715fad23,
0x24a590ad, 0x69e4bbef, Oxbf456141, 0x96bclb7b, 0xa7bdf825,
0xc1de75b7, 0x8858a9c9, 0x2da87693, 0xb657f9dd, Oxffdc8adf,
0x8121da71, 0x8b823ecb, 0x885d05f5, 0x4e20cd47, 0x5a9adbd9,
0x512c0c03, 0Oxea857ccd, 0x4ccl1d30f, 0x8891a8al, Oxab6b7aadb

if (L<O) L=R-1;
if (x[L]) {
if (L + T <R) {
x[L + T] ~= MultBrmT (x[L]) ;
*stream2 = (double) x[L + T] * 2.3283064370807974e-10 ;
} else {
x[L + T - R] ~= MultBrmT (x[L]) ;
*stream2 = (double) x[L + T - R] * 2.3283064370807974e-10 ;

}
x[L] = MultBr (x[L]) ;

}
return ((double) x[L--] * 2.3283064370807974e-10) ;

Figure 5.4 — Fichier GenF2w2_32.c.
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5.9.2 Implantation en C de générateurs avec coefficients b;

particuliers

#include "GenF2w3_7.h"

#include "GenF2w.h"

#define R 25

#define W 32

#define BrmT 0x42000000UL

#define BrmQ 0x21000000UL

#define Br 0x50000000UL

#define modP 0x9f1f0184UL

#define T 18

#define Q 13

#define BrmT1 1

#define BrmT2 6

#define BrmQ1 2

#define BrmQ2 7

#define Brl 1

#define Br2 3

#define MultBrmT( X ) (((X&Oxffffff80UL)>>BrmT1) "~ ((X&Oxffffff8OUL)>>BrmT2) "TabBrmT[X & 0x0000007fUL])
#define MultBrmQ( X ) (((X&Oxffffff80UL)>>BrmQ1) "~ ((X&Oxffffff8OUL)>>BrmQ2) "TabBrmQ[X & 0x0000007fUL])
#define MultBr( X ) (((X&Oxffffff80UL)>>Brl) ~((X&Oxffffff80UL)>>Br2) ~TabBr [X & 0x0000007fUL])
#define TemperM1 Oxc19ee400UL

#define TemperM2 0x7e778000UL

#define SIZETABLE 7

static unsigned int TabBrmT[1UL<<SIZETABLE], TabBrmQ[1UL<<SIZETABLE], TabBr [1UL<<SIZETABLE] ;

void InitTables3_7_800(void){

unsigned int j;

for(j=0 ; j<(1UL<<SIZETABLE) ; j++)
TabBrmT[j] = multiply (BrmT, j, modP) ;

for(j=0 ; j<(1UL<<SIZETABLE) ; j++)
TabBrmQ[j] = multiply (BrmQ, j, modP) ;

for (j=0 ; j< (1ULK<SIZETABLE) ; j++)
TabBr[j] = multiply (Br, j, modP) ;

double F2wPolyLCG3_7_800 ( double *stream2, double *stream3 ){
static int L = R-1;
static unsigned int y, y2, y3, x[R] = {
0x95f24dab, 0x0b685215, 0Oxe76ccae7, Oxaf3ec239, 0x715fad23, 0x24ab590ad, 0x69e4bbef, 0xbf456141,
0x96bc1b7b, 0xa7bdf825, Oxclde75b7, 0x8858a9c9, 0x2da87693, 0xb657f9dd, Oxffdc8a9f, 0x8121da71,
0x8b823ecb, 0x885d05f5, 0x4e20cd47, 0x5a9ad5d9, 0x512c0c03, Oxea857ccd, 0x4ccl1d30f, 0x8891a8al,

Oxa6b7aadb} ;

if (L<0)
L=R-1;

if (x[L]{
if (L+T<R)  y2 = x[L+T]  ~= MultBrmT(x[L]) ; else y2 = x[L+T-R] "= MultBrmT(x[L]) ;
if (L+Q<R) y3 = x[L+Q] ~= MultBrmQ(x[L]) ; else y3 = x[L+Q-R] "= MultBrmQ(x[L]) ;
x[L] = MultBr(x[L]) ;

}

y = x[L] =~ ((x[L]1<<7) & TemperM1l) ; y=y3 ~ ((y <<15) & TemperM2) ;

y2 = y2 ~ ((y2<<7 ) & TemperMl) ; y2 = y2 ~ ((y2<<15) & TemperM2) ;

y3 = y3 ~ ((y3<<7 ) & TemperMl) ; y3 = y3 ~ ((y3<<15) & TemperM2) ;

L--3

xstream2 = (double)y2 * 2.3283064370807974e-10 ;

xstream3 = (double)y3 * 2.3283064370807974e-10 ;

return ( (double)y * 2.3283064370807974e-10 ) ;

Figure 5.5 — Fichier GenF2w3_7.c.

Cette section discute de I'implantation de générateurs dont le polynome caractéris-

tique P(z) = 2"+ b,z +b,_427+b, € Fau[z] a quatre coefficients non nuls de la forme
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double F2wLFSR3_7_800 ( void ) {
static int k = 0
static unsigned int y,x[R]={
0x95f24dab, 0x0b685215, Oxe76ccae7, Oxaf3ec239, 0x715fad23, 0x24ab90ad, 0x69e4dbbef, 0xbf456141,
0x96bc1b7b, 0xa7bdf825, Oxclde75b7, 0x8858a9c9, 0x2da87693, 0xb657f9dd, Oxffdc8a9f, 0x8121da71,
0x8b823ecb, 0x885d05f5, 0x4e20cd47, 0x5a9adb5d9, 0x512c0c03, Oxea857ccd, 0x4ccl1d30f, 0x8891a8al,
Oxa6b7aadb} ;

if (k==R) {
int kk;
for (kk=0 ;kk<R-T ;kk++)
x[kk] = MultBrmT (x[kk+T]) ~ MultBrmQ(x[kk+Q]) ~ MultBr(x[kk]) ;
for (; kk<R-Q ;kk++)
x[kk] = MultBrmT(x[kk+T-R]) ~ MultBrmQ(x[kk+Q]) ~ MultBr(x[kk]) ;
for (; Kkk<R ;kk++)
x[kk] = MultBrmT(x[kk+T-R]) ~ MultBrmQ(x[kk+Q-R]) ~ MultBr(x[kk]) ;

k=0 ;
}
y = x[k]l =~ ((x[k]<<7) & TemperMi) ;
y=y3 ~ ((y <<15) & TemperM2) ;
k++ ;
return ((double) y * 2.3283064370807974e-10 ) ;

Figure 5.6 — Fichier GenF2w3_7.c (suite).

particuliere b = 37

1=

o Ci¢'. Pour chacun de ces coefficients, il n’y a que 2 valeurs de
¢; qui sont non nulles. Ces contraintes permettent une implantation rapide et efficace

au niveau de la mémoire, comme il est discuté dans la section 5.7.2.

Le polynome caractéristique utilisé est celui du seizieme générateur du tableau 5.10
(celui dont V' = 36). Il est tel que b,y = ¢+ % by =+ (" et b, =+ Le
polynome qui définit Fow est Q(2) = 1+ 23+ 24+ 25 + 20 427 421 4 2124 213 4 M 4
215 4 228 4 o204 229 4 232 A remarquer que ce générateur nécessite un tempering de

Matsumoto-Kurita afin d’avoir I’équidistribution donnée.

Voici une explication du code de la figure 5.5. Les constantes R, W, T et Q sont
les valeurs des entiers r, w, t et ¢ . Les constantes BrmT, BrmQ, Br et modP sont les
valeurs b,_;, b,_g4,b, et QQ(2) représentées en notation hexadécimale. Les constantes
BrmT1, BrmT2, BrmQ1, BrmQ2, Bri, Br2 sont les exposants des coefficients non négatifs

de b,_4, b,_, et b,. Par exemple, puisque b,_, = (+(% on a que BrmT1=1 et BrmT2=6.

Les macros MultBrmT( X ), MultBrmQ( X ), MultBr( X ) permettent de multi-

plier un élément X de Fow par b,_4, b,—, et b,. Ces macros implantent la technique
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discutée a la section 5.7.2. Chacune de ces multiplications se fait en 2 décalages vers
la droite et d’une consultation de tableau. Les tableaux utilisés pour chacun de ces
macros sont les tableaux TabBrmT[], TabBrmQ[] et TabBr[]. Ils sont remplis par la
fonction InitTables3_7_800() qui doit étre appelée avant d’utiliser le générateur.
Les constantes TemperM1 et TemperM2 sont les vecteurs de bits m; et my nécessaires

pour le tempering de Matsumoto-Kurita.

L’implantation des fonctions F2wPolyLCG3_7 800 et F2wLFSR3_7_800 est semblable
a celle des fonctions F2wPolyLCG2_32_800 et F2wLFSR2_32_800. Par contre, ces généra-
teurs appliquent un tempering de Matsumoto-Kurita a la sortie du générateur. Egale—
ment, la fonction F2wPolyLCG3_7_800 retourne trois flots de nombres aléatoires car

P(z) a quatre coefficients non nuls.

5.10 Saut d’un grand

nombre de pas dans les récurrences

Souvent, pour I'implantation d'un générateur qui permet plusieurs flots de nom-
bres aléatoires, comme c’est le cas pour les générateurs inclus dans la librairie SSJ [39]
et la librairie F2wStreams dont il est question a la section 5.11, il est nécessaire de
sauter dans la séquence d'un grand nombre (> 2°°) d’itérations efficacement. Dans
cette section, on montre comment sauter en avant de 2¢ itérations pour le GCL

polynomial et pour le LFSR dans Fow.

Dans le cas du GCL polynémial, étant donné un état ¢,(z), le probleme est de
trouver ¢ni.(2) = 2°¢,(z) mod P(z) ou e est un grand nombre. La solution par la
force brute n’est pas considérée étant donné le temps nécessaire trop grand pour
arriver a la solution. Par exemple, supposons que I’on puisse avancer de 108 itérations

250

en 1 seconde, alors pour avancer de itérations, cela prendrait 130 jours, ce qui est
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impraticable pour les besoins de la simulation.

Une autre solution est de calculer directement g, 1.(z). Ce probleme est ’exponen-
tiation dans le corps fini Fouw[z]/P(z). Il existe plusieurs algorithmes d’exponentiation
dans la littérature (par exemple, voir [72]). Dans ce qui suit, on discute d’'un seul

algorithme qui s’applique quand e est une puissance de 2.

Soit ¢, un élément de Fyw dont le polynome minimal Q(z) € Fy[z] est irréductible.
L’élément ¢ est donc un générateur de Fouw. Soit k = Z;.";Ol r;Ct un élément de Faw, ol
Kk; € Fy. Puisque ¢ = ¢ quand ¢ € Fy et que Fyu est un corps fini de caractéristique

2, on a la propriété
w—1 2 w—1
o= (Sner) =S
5=0 §=0
Pour calculer /i2d, on n’a qu’a utiliser cette propriété d fois pour arriver a notre fin.
Ceci se résume a l’algorithme suivant.
Algorithme 5.1. Exponentiation de x € Fouw par e = 2¢
1. Calculer ¢; = ¢* mod Q(¢) pour i =0,...,w — 1.
2. T— K
3. Répéter 'action suivante d fois
Soit 7 = Z;f’;olTjCj our; €Fypour j=0,...,w—1.
-1
T D it TG

A la fin de cet algorithme, on a que 7 est x°.

Cet algorithme s’exécute en O(w + dw) opérations en supposant que la multipli-
cation par ¢ dans Fow et I'addition dans Fow sont des opérations unitaires. Si on met
en mémoire les résultats (;, 0 < ¢ < w, lors du premier appel a l’algorithme, chacun

des appels suivants se fait en O(dw) opérations.

Cet algorithme d’exponentiation dans Fow nous est utile pour le prochain algo-

rithme qui effectue ’exponentiation dans Fouw[z]/P(2). Puisque Faw|[z]/P(2) est aussi
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un corps fini de caractéristique 2, on peut bénéficier de la propriété suivante :

Co+&z+.. +&2 P = (@ +82+. . +8,2207Y) mod P(2),

Pour calculer 22" mod P(z), on utilise I'algorithme suivant qui utilise cette pro-
priété d fois.
Algorithme 5.2. Exponentiation de ¢(z) € Fau[2]/P(z) par e = 2¢
1. Calculer p;(z) = 2% mod P(z) pour i =0,...,r — 1.
2. £(2) — a(2)
3. Répéter 'action suivante d fois
Soit £(z) = Z;;é &) ot & € Fow pour j =0,...,7 — 1.
§(2) = Yo €5pi(2)-
A la fin de cet algorithme, on obtient £(z) = ¢(z)%" mod P(z).

A I’étape 3 de l'algorithme, on pourrait utiliser ’algorithme 5.1 pour calculer 5]2
En supposant que la multiplication dans Fou se fait en O(w?) opérations, on remarque

que lalgorithme s’exécute en O(dr?w?) opérations.

L’algorithme 5.2 nous donne une méthode efficace pour calculer 1’état d’'un GCL
polynomial apres 2¢ itérations. Du méme coup, cet algorithme nous donne une métho-
de pour calculer I’état d'un LFSR 2¢ itérations en avant. Voici maintenant comment

utiliser 1'algorithme 5.2 afin de calculer m,,  9a.

De (5.1), on a
Mpy1 = Z bimn_iﬂ (529)
i=1
Mpto = Z biMy—it2
i=1

.
= blmn+1+g bimyp—it2

1=2
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On remplace m,,;1 par (5.29) et on obtient

s T
Mpy2 = b1§ bimnfiJrl_'_E bimy,_ito
i—1 i=2

On peut répéter ce stratageme pour calculer m,,13, ..., my1. en obtenant toujours ces
valeurs en termes de m,,, ..., m,_,+1. A un certain moment, on obtient
T
Myt = g VjiMp—i41
i=1

ou v;,; € Fau et a ’étape suivante,
,

Mptjr1 = g VjiMp—it2
i=1
T

= Vj1Mpy1 + E VjiMp_i42
i=2
T T
= Vj1 E bimy,—iq1 + E VjiMp—i42
i—1 i=2

r r—1
= Vj1 E bimy,—iq1 + E Vjit1Mp—it+1
i=1 i=1

r
= E Vj41,iMn—i+1
i=1

ol
Uj,lbi + Vji+1 sil<i<r
Uj+1i = .
v 10, sit=r
Soit v; = (v, ..., v;1) €t vg = (by,...,b1). On observe que
Vjy1 = (O, Vjry--- ,'Uj72) -+ V5,100- (530)

L’équation (5.10) est la méme que (5.30), sauf dans une représentation vectorielle.
On pourrait donc faire avancer un LFSR dans Fyw de j itération en avant a l'aide
d’'un GCL polynomial dans Fou[z]/P(z). Pour ce faire, il suffit d’initialiser le GCL
polynomial avec go(z) = b12" '+ +b,_12+ b, et calculer ¢.(z) = 2°¢o(2) mod P(z)

ol e = 2. On obtient

Mnte = e, 1Mn +...+ Ge,rMp—r41- (531)
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De cette derniere équation, on déduit 1’algorithme suivant.

Algorithme 5.3. ([4]) Calcul de (Myye,- .., Mpiers1), Vétat d'un LFSR e = 2¢
itérations en avant a partir du vecteur (my,, ..., My _o441).

1. qo(2) < b, +b,_12+ -+ b2 !

2. Calculer ¢.(2) = z°qy(z) mod P(z) a I'aide de 'algorithme 5.2.

3. Pour 5 =0,...,7r—1,

Mnpte—j < Ge1Mn—j +.. .+ e rMp—r+1—5

Dans cet algorithme, afin de calculer I’état complet d’un LFSR, il est nécessaire de
connaitre les 27 valeurs m,,_; pour j = 0,...,2r — 1. Dans une implantation efficace
d’'un LFSR, on ne dispose que du vecteur d’état (m,,...,m,_,.1). Par contre, il
est possible de calculer (m,_,,...,m,_o.41) en utilisant un LFSR dont le polynéme

caractéristique est

ol by = 1. Un LFSR avec ce polynome caractéristique produit la méme séquence

cyclique, mais dans l'ordre inverse. Pour construire ce LFSR, on assigne m,_; =

My—ryj+1 pour j =0,...,7 — 1. La récurrence est
s
My = E bimMp—;.
i=1
Grace a cette récurrence, on calcule m,,,1,...,m, .. On obtient alors

Mp—j = mn—r-‘,—j—i—l
pour j =71r,...,2r — 1.

En pratique, pour implanter des générateurs a plusieurs flots de variables aléatoi-

res, il n’est pas nécessaire d’avoir 'état du générateur ezactement 2% itérations en
b
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avant. On pourrait se contenter d’obtenir ’état 2¢ + r itérations en avant. On pour-
rait utiliser 'algorithme 5.3 pour calculer (my,1r1e,. .., Mpier1) & partir du vecteur

(Mptry -, Mp_py1) qui peut étre facilement connu en itérant r fois la récurrence.

Ala prochaine section, on présente la bibliotheque informatique F2wStreams qui
utilise les algorithmes de cette section. Cette librairie implante un générateur de

nombres aléatoires qui peut étre divisé en plusieurs flots de nombres aléatoires.

5.11 F2wStreams

A l'annexe C, on retrouve le guide pour la bibliotheque de fonctions F2wStreams.
Celle-ci permet d’implanter plusieurs flots de nombres aléatoires a partir d’'un méme
générateur basé sur une récurrence linéaire dans un corps de caractéristique 2. Tous
les générateurs qui sont donnés a la section 5.8 peuvent étre implantés par cette
bibliotheque de fonctions. Le générateur duquel proviennent les flots de nombres
aléatoires est appelé générateur de base. Le développement de la bibliotheque a été

fortement inspiré de celle exposée dans [49].

Soit I, I’état initial du générateur de base et

G - {un}nz(h

la séquence de valeurs produites par le générateur initialisé a I;. Les flots sont produits

en découpant la séquence G en sections. Le g-ieme flot est défini par

Sg = {UZ(gfl)Jrn}nZO

ou Z est une puissance de 2. L’état I, est I’état du générateur qui produit le flot .S,,.

A noter que 9; = G.

Chaque flot est divisé en sous-flots. Le h-ieme sous-flot du g-ieme flot est défini
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par
Tyn = {Uz(g-1)+W(h-1)+n fn>0

ou W est une puissance de 2. Les valeurs W et Z, qui sont définies par I'utilisateur,

doivent étre telles que W < Z et jugées assez grandes pour qu’'une application n’utilise

qu’'une petite fraction de W valeurs aléatoires. Pour le g-ieme flot, il n’y a qu’un seul

sous-flot actif. Soit h*, le numéro du sous-flot actif. Quand l'utilisateur demande un

nombre aléatoire du g-ieme flot, celui-ci retourne le prochain nombre aléatoire du flot

Ty pe-

Pour un flot S, donné, il y a quatre racines d'importance, soit I,, Cy, By et Ny. La
racine I, est la racine du début du flot. La racine C; est I’état actuel du générateur
pour le sous-flot actif. La racine B, indique le début du prochain sous-flot et NV,
indique le début du prochain flot. Ces racines sont manipulées par 'implantation et

ceci se fait a 'insu de 'utilisateur.

Pour la bibliotheque F2wStreams, on utilise par défaut L = w = 32. Egalement,
puisque les séquences de nombres aléatoires produites par les LFSR et les GCL po-
lyndémiaux sont les mémes (pour un polynome caractéristique P(z) donné), alors

seulement le GCL polynomial est implanté.

Pour une application de simulation, un utilisateur crée un seul générateur de
base (celui de son choix parmi ceux trouvés a la section 5.8). Il peut créer un flot
pour chaque processus stochastique de la simulation. Pour chaque répétition de la
simulation, il peut changer de sous-flot. Un exemple d’un application est donné dans

le guide de F2wStreams.

Exemple 5.7. Un autre exemple d’utilisation d'un générateur a plusieurs flots est
pour un probleme de simulation ou il faut créer des objets avec plusieurs attributs
qui sont choisis selon certaines lois de probabilité. Concretement, supposons qu’on
veuille simuler une file d’attente avec un seul serveur. Pour chaque client qui arrive,

on doit générer deux variables aléatoires, son heure d’arrivée et son temps de service,
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selon les lois de probabilités prescrites par le modele. Si on utilise I'inversion pour
produire ces variables aléatoires, alors une variable aléatoire uniforme est nécessaire
pour chacune d’elle. Dans I'implantation du modele, on n’a qu’a créer deux flots, un

pour chaque variable aléatoire propre a chaque client.

L’avantage de cette implantation est que la synchronisation des variables aléa-
toires est plus facile. La synchronisation est une technique de simulation qui permet
de comparer des modeles stochastiques semblables selon une mesure de performance
définie. En simulant les divers modeles dans les « mémes conditions de hasard », on
arrive a comparer les modeles de maniere efficace (voir [28] pour plus de détails sur
ces techniques de simulation). Pour les modeles de file d’attente, en utilisant un flot
pour les temps d’attente et un flot pour les temps d’arrivées, on peut garantir que les
temps d’arrivées et les temps de services sont les mémes pour différents modeles, ce
qui n’est pas le cas si on utilise un seul flot pour tous les événements aléatoires des

systemes.

5.12 Tests Statistiques

L’équidistribution est une mesure du niveau d’uniformité d’ensembles de points
sur toute la période d'un générateur. Si un générateur performe bien par rapport a
I’équidistribution, celui-ci devient un excellent candidat pour devenir un bon généra-
teur de nombres pseudo-aléatoires. Afin de décider si un candidat est bon, il faut que
celui-ci performe bien par rapport a plusieurs tests statistiques empiriques. Ces tests

vérifient '’hypothese nulle

Ho : ug,uy, ... sont des variables aléatoires uniformes indépendantes sur [0, 1).

Il existe des batteries de tests statistiques qui contiennent plusieurs tests qui

vérifient Hy. Dans TestUO1 [48], on implante plusieurs batteries de tests tels que
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Crush et Rabbit. Il existe aussi la populaire batterie de tests DIEHARD [58] et la
suite de tests de NIST [93]. Seulement de tres bons générateurs réussissent a passer

tous les tests inclus dans toutes ces batteries.

Les deux générateurs présentés a la section 5.9 ont été testés en utilisant les batte-
ries DIEHARD, Crush et Rabbit. A part les tests qui dépendent des relations linéaires
entre les bits, aucun test n’a réussi a mettre en doute sérieusement 1’hypothese nulle.
Les tests qui dépendent des relations linéaires sur des bits sont échoués a coup sur
puisque les nombres aléatoires sont effectivement produits par des relations linéaires
sur des bits (comme il est expliqué a la section 2.7). Ces relations étant déterministes,
on ne peut donc pas s’attendre a ce qu’elles se comportent de maniere aléatoire. Par
contre, en ayant des relations linéaires de grand ordre, on s’assure que ce défaut ne
soit pas un handicap pour les générateurs, ce qui est le cas pour nos générateurs. On
peut donc conclure que ces générateurs sont de bonne qualité puisqu’ils performent
bien par rapport a l’équidistribution et, aussi, parce qu’aucun test statistique n’a

réussi a mettre en doute sérieusement ’hypothese Hy.

5.13 Performances

Dans cette section, on expose les performances, du point de vue de la rapidité
d’exécution, des quatre générateurs donnés dans la section 5.9. Ces générateurs sont
comparés a divers générateurs courants. Ceux-ci sont le Mersenne Twister [69], le
MRG32k3a [36] et TT800 [67]. Les temps d’exécutions sont donnés a la table 5.12. Le
test consistait & chronométrer le temps nécessaire a un générateur pour exécuter 10°
itérations et additionner tous les nombres produits. Dans ces tables, on donne aussi
la valeur de V', qui indique I'équidistribution, pour chacun des générateurs. Pour le
MT19937, sa valeur est mise en parenthese puisqu’il ne s’agit pas d'un bon point de

comparaison étant donné que ce dernier a une période beaucoup plus grande.
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Pour les générateurs qui peuvent produire des sorties multiples a chaque itération
(comme il est expliqué & la section 5.4), nous avons testé les deux types d’implan-
tations : celle qui retourne une seule valeur par itération et celle qui retourne plu-
sieurs valeurs par itération. Pour celle qui retourne plusieurs valeurs par itération,
nous avons chronométré le temps nécessaire pour exécuter 10° itérations et addition-
ner toutes les sorties générées. Ce temps a été divisé par le nombre de sorties par
itérations, afin de comparer équitablement la vitesse de ces générateurs aux autres.

Ces générateurs sont indiqués par un astérisque (*).

Le test a été exécuté sur un ordinateur avec 1 Go de mémoire vive équipé d'un
processeur Intel Pentium 4 2.8Ghz. Le systeme d’exploitation était Linux, distribution

Redhat 8.0, et le programme a été compilé avec gee 3.2 avec 'option d’optimisation

((_0277 .

Tableau 5.12 — Temps nécessaire pour itérer 10° fois et additionner tous les nombres

aléatoires produits.

Générateur Temps (s) V
F2wLFSR2_32_800 39.5 74
F2wPolyLCG2_32_800 36.4 74
F2wPolyLCG2.32.800(*) 31.3 74
F2wLFSR3_7_800 32.8 36
F2wPolyLCG3_7_-800 40.7 36
F2wPolyLCG3.7.800(%)  33.0 36
TT800 44.0 261
MT19937 31.6 (6750)
MRG32k3a 101 -

Les résultats indiquent que le MT19937 est toujours le plus rapide des générateurs
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testés. Par contre, la différence avec nos nouveaux générateurs n’est pas tres grande.
Alors, pourquoi devrions-nous favoriser ces nouveaux générateurs par rapport au
MT199377 La réponse est tout ce qu’il y a de plus pragmatique : le MT19937 est
difficile a utiliser a cause de son vecteur d’état qui est énorme. Un probleme que
pourrait rencontrer un utilisateur du MT19937 est la difficulté de choisir I’état initial.
On pourrait utiliser un autre générateur pour l'initialiser. Par contre, si on choisit
un autre générateur qui a un plus petit nombre d’états que le M'T19937, alors ce ne
sont pas toutes les racines initiales du MT19937 qui sont disponibles a travers cet
autre générateur. Ce probleme existe également pour nos nouveaux générateurs et le
TT800, mais ces derniers sont beaucoup moins sensibles a une mauvaise initialisation.
Par exemple, si un utilisateur initialise I’état avec un vecteur ne contenant que tres peu
de bits mis a un, alors le vecteur d’état risque d’avoir peu de bits non nuls pendant un
tres grand nombre d’itérations. Plus I’état est grand, plus le probleme persiste long-
temps. Pour plus de renseignement sur la maniere d’initialiser ces générateurs, voir
le site internet http://random.mat.sbg.ac.at/news/seedingTT800.html. Nous re-

viendrons sur ce sujet au chapitre 7

Un autre probleme du M'T19937 est la maniere de I'implanter pour une utilisation
avec plusieurs flots de nombres aléatoires. On pourrait utiliser une racine aléatoire
pour chaque flot, mais, dans ce cas, on doit garder en mémoire toutes les racines
utilisées pour répéter les simulations. Un autre approche est d’utiliser différents Mer-
senne twisters de petite période (par exemple, 252! —1) pour chaque flot et de les créer
dynamiquement. C’est ce qui est fait dans [70]. Un défaut de cette approche est qu'’il
faut faire une recherche de parametres pour trouver un générateur de pleine période
et aussi une recherche pour trouver le bon tempering a appliquer au générateur pour
chaque flot qui est créé. Ces deux recherches doivent étre faites a chaque nouveau
flot et le temps pour les effectuer peut étre non négligeable. Aussi, la qualité du
générateur risque de n’étre pas aussi bonne que si on fait une recherche approfondie

des parametres.
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Dans le cas de nos nouveaux générateurs, le probleme de I'initialisation est présent
mais beaucoup moins accentué que pour le MT19937 (une expérience présentée au
chapitre 7 tend a le démontrer). De plus, 'implantation d’un générateurs a plusieurs
flots de nombres aléatoires est relativement facile, comme il est expliqué a la sec-
tion 5.11. L’état prend beaucoup moins de mémoire que pour le MT19937. Le seul
défaut potentiel de ces nouveaux générateurs est I'utilisation des tables qui prennent
de la mémoire. Par contre, dans une implantation avec plusieurs flots, un seul en-
semble de tables est nécessaire, donc le « cotit » est amorti sur tous les flots utilisés,
ce qui fait, qu’en bout de ligne, 'utilisation de la mémoire pourrait étre beaucoup

moins grande pour nos nouveaux générateurs.



Chapitre 6

Ensembles de points pour

I’intégration quasi-Monte Carlo

Dans ce chapitre, on introduit de nouveaux ensembles de points pour I'intégration
quasi-Monte Carlo construits a partir des récurrences dont il est question au cha-
pitre 5. Pour ces ensembles de points, nous ne sommes pas intéressés a ce que chaque
point soit considéré comme une variable aléatoire, mais plutot a ce que ’ensemble de
points couvre de maniére uniforme I'hypercube unitaire [0, 1)*. Une particularité des
ensembles de points construits a partir d'une récurrence est que la dimension est infi-
nie. On dit qu’ils ont une dimension infinie puisqu’il est toujours possible de rajouter
une coordonnée a un point en effectuant une itération de plus a la récurrence. Ceci est
fort utile lorsque la dimension du probleme n’est pas connue d’avance. Les ensembles
de points que nous allons définir sont aussi stationnaires dans la dimension par le
lemme 4.8. Ces deux propriétés constituent deux avantages importants des ensembles
de points introduits dans ce chapitre. En général, les réseaux digitaux n’ont aucune

de ces deux propriétés.

On utilise des criteres basés sur ’équidistribution, la g-valeur et la distance mini-
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male afin de trouver de bons ensembles de points. Cette recherche se fait a ’aide de la
bibliotheque informatique REGPOLY. Une fois que nous avons trouvé les meilleurs
ensembles de points possibles par rapport a chacun des critéere, nous évaluons leur
performance sur différents problemes d’intégration. Nous allons comparer les résultats
obtenus avec ceux obtenus par des ensembles de points de Sobol randomisés [98, 99].
Pour conduire ces expériences, nous utilisons la bibliotheque informatique « Stochas-
tic Simulation in Java » (SSJ), un outil efficace pour la simulation stochastique,
dans laquelle nous avons programmé une implantation pour les ensembles de points
présentés. Parmi tant d’autres fonctionnalités, il permet 1'utilisation de différents en-

sembles de points pour l'intégration quasi-Monte Carlo.

6.1 Intégration quasi-Monte Carlo randomisée

Soit P, € [0,1), un ensemble de n points jugé uniforme (par un critere quel-
conque). Nous voulons évaluer I'intégrale d’une fonction f : [0,1)" — R sur le domaine
0,1)!, ¢’est-a-dire

I(f) = f(x)dx

[0,1)*

a ’aide de l'estimateur quasi-Monte Carlo
1 m
lam = a Zl Qn,j
j:

ou

@Qnj = % > fw

UGij

et P, ; est I'ensemble de points P, auquel on a appliqué une randomisation. La ran-
domisation consiste en une transformation que 'on applique a un ensemble de points
qui fait en sorte que chacun des points de P, ; peut étre considéré comme une variable
aléatoire uniforme sur [0, 1)*, mais qui conserve l'uniformité (ou l'enviable structure)

de ’ensemble de points original. Dans ce cas, I'estimateur i est un estimateur sans



188

biais de l'intégrale I(f). Quand on utilise I'intégration quasi-Monte Carlo, on veut
profiter du fait que P, couvre bien le domaine d’intégration pour obtenir une petite
erreur d’'intégration. Par contre, si on estime I(f) avec seulement m = 1 ensemble de
points, on n’a aucune idée de I'ordre de grandeur de I'erreur d’intégration. En répétant
plusieurs fois, avec plusieurs ensembles de points randomisés indépendamment, il est

possible d’estimer I'erreur d’intégration.

Ainsi, les @), ; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées de moyenne E[Q,, ;] = I(f). La variance de @, ; peut étre estimée par

m

F= e S (Quy i)
j=1
On a que 0}yc, = Elo7] = Var[Q, ;] = mVar[ji,,]. Par le théoreme de la limite
centrale, on a que
Vm(fim = 1(f))/6m = N(0,1)
quand m — oo et on peut construire un intervalle de confiance sur la valeur de I(f).

Plus la valeur de 6, est petite, plus I'intervalle est étroit. Pour une bonne estimation

de I(f), il est préférable d’avoir une petite valeur de O’é MCin-

L’estimateur dit Monte Carlo est

L
n — u;
fin = ;1 f(wi)
ou les u; sont des variables aléatoires indépendantes et uniformes sur [0,1)". La va-

riance échantillonnale des f(u;) est

n

52 = — S (flw) — )

=1

On a que 0%, = E[¢%] = Var[f(u;)] = nVar[i,].

Pour évaluer la performance d’un ensemble de points, on utilise comme référence

le facteur de réduction de variance qui est défini par

2
_ 1 oye

P 2
n JQMC,n
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ou n est le nombre de points dans I’ensemble de points quasi-Monte Carlo. Plus le

rapport est grand, meilleur est jugé I’ensemble de points P,,. Pour estimer p, on utilise

152,

= o2,
ou n est le nombre de points dans I’ensemble de points quasi-Monte Carlo, m est le
nombre de randomisations utilisées dans la méthode quasi-Monte Carlo et n’ est le

nombre de variables aléatoires uniformes sur [0, 1]* utilisées dans la méthode Monte

Carlo.

Pour juger de la qualité de nos résultats, on aimerait obtenir un intervalle de
confiance de niveau a sur la valeur de p. On sait que le rapport de deux variances
empiriques suit la distribution F' [106] en supposant que les données suivent une loi
normale. Nous pourrions prétendre que le rapport 62 /62, suit une loi de distribution
F'. Mais quelques vérifications, pour quelques fonctions difficiles a intégrer, nous ont

convaincus que ’hypothese n’est pas valide. Quand la fonction est difficile a intégrer,

2

I'estimateur o,

a une grande variance. Par exemple, pour la fonction fz (dont la
description est donnée plus loin dans ce chapitre) en 75 dimensions, avec un ensemble
de 2'° points, 6%y, peut prendre des valeurs variant de 7 x 1073 & 3. Etant donné ces
difficultés, nous n’allons pas intégrer des fonctions en tres haute dimension pour éviter
que 'estimateur de la variance contienne trop de bruit. Certaines fonctions a intégrer
sont telles qu’on sait que 0%, = 1, ce qui simplifie nos calculs. Dans les autres cas,
on utilise un grand nombre de valeurs aléatoires uniformes sur [0, 1] pour estimer
02,0 et on prend cet estimateur pour la vraie valeur. Cette simplification n’a pas de

conséquences véritables car nous sommes intéressés a connaitre seulement 'ordre de

grandeur de p.

Pour les besoins de cette these, nous ne considérons que deux types de rando-
misations. Celles-ci sont particulierement bien adaptées dans le cas ou I’ensemble de
points est un réseau digital. Soit P, = U, (C, H, L, J), le réseau digital considéré.

Dans la définition 4.2, on observe qu’a chaque point (wy, ...,w;_1) € P, correspond
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un vecteur de bits (yo, . ..,y:—1). Ce dernier vecteur de bits est composé de ¢ vecteurs

de L bits. On se sert de ces vecteurs pour effectuer les randomisations.

La premiere randomisation est obtenue par l'algorithme suivant :

Algorithme 6.1. Translation digitale sur P, = V,(C, H, L, J).

1. Choisir aléatoirement et uniformément un vecteur de bits U; = (ug, ..., u;_1)
ol u; € FL.

2. A chaque point (wo, ..., w;_1) € P, correspond un vecteur (yo,...,y; 1). Pour
chacun d’eux, calculer (wy,...,w;_;) en prenant le vecteur

(y{), e ,YQ_l) = (yo,---,¥i-1) ® Uy

3. L’ensemble de points randomisé est constitué de tous les points (wy,...,w; ;)

ainsi obtenus. On le note P,(Uy).

La deuxieme randomisation considérée est appelé le mizage linéaire. Elle est ob-
tenue par l'algorithme suivant :
Algorithme 6.2. Mixage linéaire sur P, = V,(C, H, L, J).

1. Choisir aléatoirement et uniformément une matrice M de bits, de dimension

L x L, parmi une classe bien précise de matrices.

2. A chaque point (wg, ..., wi_1) € P, correspond un vecteur (yo,...,y¢1). Pour

chacun d’eux, calculer (wy,...,w;_;) en prenant le vecteur
(Y0r -5 ¥i1) = M(yo, .-, ¥i1)

3. L’ensemble de points randomisé est constitué de tous les points (wy,...,w; ;)

ainsi obtenus. On le note P, (M).

A la premiéere étape de I'algorithme 6.2, on fait référence a une « classe bien précise

de matrices ». La classe de matrices que l'on considere dans cette these est celle des
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matrices ou les entrées au-dessus de la diagonale sont nulles, ceux dans la diagonale
sont tous 1. Pour les entrées sous la diagonale, pour les k£ premieres lignes, elles sont
1 ou 0 et pour les L — k dernieres, elles sont toutes nulles. Cette classe de matrices
correspond & un type de mixage linéaire introduit par Matousek [64]. Bien que le
mixage linéaire ne se limite pas seulement a cette classe de matrices, nous allons
nous restreindre a celle-ci. Ainsi, pour le reste de cette these, le terme mixage linéaire
correspondra a cette classe de matrices. Ce mixage linéaire est intéressant puisque
'ensemble de points P, (M) a la méme g-valeur que 1’ensemble de points original [64]
(tout comme la translation digitale). Nous ferons aussi référence a ce type de mixage
linéaire au chapitre 8 pour expliquer certaines propriétés de générateurs de nombres

aléatoires.

On peut combiner les deux méthodes de randomisation en appliquant successive-
ment le mixage linéaire et la translation digitale. L’ensemble de points ainsi obtenu
est noté P, (M, U,). Avec seulement le mixage linéaire, les points ne suivent pas la loi
uniforme. Par contre, en ajoutant la translation digitale, chacun des points suit une

loi uniforme et I'estimateur quasi-Monte Carlo résultant est sans biais.

6.2 Sortie y, a utiliser pour quasi-Monte Carlo

Pour intégrer une fonction a ’aide des récurrences définies au chapitre 5, on utilise
’ensemble de points W, (X, B, L). Habituellement, les ensembles de points utilisés pour
I'intégration quasi-Monte Carlo (QMC) ont une cardinalité inférieure a 22°. Puisque la
cardinalité de ¥,(X, B, L) est 2" il faut choisir r et w de manieére a ce que le produit
rw ne soit pas trop grand. Au chapitre précédent, on avait toujours L = w = 32
puisque c’était pratique du point de vue de l'implantation et qu’on recherchait des
générateurs avec de longues périodes. Dans le cas qui nous intéresse maintenant, il

n’est pas possible d’avoir L = w = 32. Quand r > 2, il faut nécessairement que
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w < 10 pour obtenir un nombre de points inférieur & 2%2°, mais on aimerait tout de
méme avoir la résolution a la sortie L la plus pres de 32 possible. Pour ces raisons,

on doit modifier la maniere de construire la sortie.

On doit également modifier les récurrences puisque les récurrences définies au
chapitre 5 ne permettent pas d’obtenir une tres bonne équidistribution avec la nou-
velle sortie que nous allons définir. Dans cette section, nous définissons ces nouvelles
récurrences et ces nouvelles manieres de construire y,, afin que les récurrences dans Fow

puissent étre utilisées pour construire un ensemble de points utile pour I'intégration

QMC.

Pour le GCL polynémial, on modifie la récurrence pour obtenir
an(2) = 2°¢u_1(2) mod P(z)

ou s est un entier positif. Le polynome caractéristique de cette récurrence n’est pas
nécessairement P(z). En fait, il s’agit de P(z), le polynéme minimal de 2z* dans

Fow[z]/P(z). La sortie est donnée par

Pn = (qn,T7"'7qn,17q7Z+177’7'"7qn+1,17'")

yn, = truncg(p,).

Dans le cas des ensembles de points construits & partir d’une récurrence (comme c’est
le cas ici), le fait que la récurrence soit de période maximale ou non n’a pas d’impor-
tance si ceux-ci sont utilisés pour I'intégration quasi-Monte Carlo. On est seulement
intéressé a ce que I'ensemble de points résultant (dans notre cas V,(X, B, L)) soit le

plus uniforme possible.

Pour le LFSR, on utilise la récurrence (5.1), mais la n-iéme sortie est donnée par

Pn = (Vns’ Vis+1, - - )

yn = truncy(p,)
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ou s est un entier positif. Soit P(z), le polynome caractéristique de la récurrence
(5.1). Le polynéme minimal de la séquence {m,,;}n>o sur Fou est P(z), le polynéme

minimal de z* dans Fou[2]/P(2).

Les deux théoremes et le corollaire qui suivent justifient ces deux nouvelles récur-
rences pour l'intégration quasi-Monte Carlo. Une conséquence de ces théoremes est
que si s < r, alors, pour certaines valeurs de r et w, il est impossible pour le générateur
résultant d’etre ME. Par exemple, si r = 4, w = 4, L = 16 et s = 1, les résultats
suivants indiquent que le générateur résultant est tel que t,, = ¢, = r, mais aussi que
tow = 1 < t5,. Dans ce cas, il est impossible de construire un GCL polynomial ou un
LFSR, avec les sorties définies ci-haut, qui soit ME puisque Ag =t — g =2 -1 =

1 # 0. Il faut donc que s soit plus grand que r pour obtenir de bons générateurs.

Théoreme 6.1. Prenons un LEFSR qui produit a la i-iéme sortie le vecteur y; =
(Visy Vist1, -+, Vistr—1) ou 8 < 1. Ce générateur est tel que ty, = t, = |r/s| et

t(s+1)w =1

Démonstration. Soit ej, le j-ieme vecteur unitaire de F5*. Soit

_ T T T pw
myp = (Vns7 Vs« -+ 7vns+p—1) € ]FQ

et m, , ;, le vecteur m,,, résultant lorsque la récurrence est initialisée avec (vy, ...,

v,_1) =€; € Fi¥ pour j =1,...,rw. Quand n < ¢, une propriété des vecteurs my, , ;
est que
e sil<j—nsw<pw
J—nsw = =
mn7p7j - (6'1)
0 sinon.

Ceci est du au fait que, en aucun cas, les valeurs de v;, pour ¢ > r, ne sont impliquées

; .
dans l'expression de my, , ;.

Quand t = |r/s| et £ = sw, pour déterminer I’équidistribution, il faut déterminer

le rang de la matrice H définie par la relation

]’I(Vo7 Ce ,Vr_l)T = (m078, mLS, RN 1 4 N} S)T. (62)

)
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On a que
mys 1 mi;s; ... MMh_151
myso Myjgo ... My_149
H =
mO,s,Tw ml,s,rw s mtfl,s,rw

Par (6.1), on observe que H est une matrice rw X tsw semblable & la matrice
identité : sur la j-ieme ligne, on retrouve le j-ieme vecteur unitaire pour j = 1,..., tsw
et les autres lignes sont nulles. Evidemment, cette matrice est de plein rang tsw, donc

le générateur est tel que tg, = t%, = |r/s].

Considérons maintenant la résolution ¢ = (s + 1)w. Si [r/(s + 1)| = 1, alors,
trivialement, on a que #(s41), = tortyw = L- Sinon, vérifions 1’équidistribution en

t = 2 dimensions. Dans ce cas, la matrice H est

Mo s+1,1 mj s1,1

Mg s+1,2 mj ¢41,2

mO,erl,Tw ml,erl,rw

Une condition suffisante pour que H ne soit pas de plein rang est qu’elle ait au moins
m = rw — 2(s + 1)w + 1 lignes nulles. Pour que la ligne [mg s;1; my s1q ;] soit nulle,

par 'équation (6.1), il faut que j ne remplisse aucune de ces deux conditions :

1. 1<j<(s+ 1w

2. 1<j—sw< (s+ Dw.
Si on combine ces conditions, on obtient que pour j > (2s + 1)w, les lignes corres-
pondantes sont nulles. La matrice H a rw lignes, donc elle comprend rw — 2sw — w
lignes nulles ce qui est supérieur a m. On peut donc dire que H n’est pas de plein

rang et que f(,1), 7 2. Par contre, en une dimension, le générateur est trivialement

équidistribué pour la résolution (s 4 1)w. On a donc t(s41)y = 1. O
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Théoreme 6.2. Un GCL polynomial dont le multiplicateur est z° et la i-iéme sortie
est donnée pary; = (Qir,...,qi1) a la méme g-valeur qu’un LFSR qui produit a la

i-ieme sortie le vecteur y; = (Vis, Vist1, - -« Vistr—1) pourt =1,... rw.

Démonstration. Soit la matrice inversible de dimension r X r

1 0 0 ... 00

by 1 0 ... 00

D — by by 1 ... 00
br—og b2 ... b 1 0

b1 br—o b._3 ... b1 1

avec ses éléments dans Fow. Il est bien connu [32], et facilement vérifiable, que

(qi,T7 cee 7Qi,1) = Dr(mi57 s 7mis+r71)-

Soit D, (IFy), la matrice obtenue en remplagant chacun des éléments d € Fow de D, par
la matrice Ay qui effectue la multiplication par d dans la base choisie. Cette derniere

a ses éléments dans s et est de dimension rw X rw. On a alors

(qi,ra s 7(11',1) = DT(]FQ)(Vis7 cee 7V7Zs+7"—1)~ (63)

Ceci implique que la sortie du GCL polynomial y; = (q,,, ..., q;1) peut étre obtenue

en appliquant le tempering

Y = DT(]FQ)(Visv s 7ViS+T—1)

au LFSR défini au théoreme 6.1. La matrice D,(Fs) est une matrice triangulaire
avec des uns dans la diagonale principale et des éléments non nuls sous la diagonale
principale. Il est bien connu [63] que ce type de tempering ne change pas la g-valeur

(et I'équidistribution) par rapport au méme générateur sans tempering. ]

Corollaire 6.1. Si le multiplicateur du GCL polynomial est z°, s < r et la sortie est

donnée pary, = (Qny; .-, An,1), alors on a ty, = t;, = [r/s] et tq1yw = 1.
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Supposons que P(z) soit primitif. A la section 5.6, on montre que pour les LFSR
dans Fow et les GCL polynomiaux, presque toutes les projections en deux dimensions
sont (2, w)-équidistribuées. Pour les ensembles de points qu’on a définis dans ce cha-
pitre, on a également une propriété similaire si P(z) est primitif. Les deux prochains

corollaires donnent ce résultat.

Corollaire 6.2. Soit

.,
m; = E Apm,_;
i=1

Yn = My
Up = Z yf(Li_l)Q_i
i=1
\Dt = {(u07u17"-7ut71) : (mr,l,...,mo) EFgw}

Supposons que P(z), le polynome minimal sur Fouw de la séquence {my}n,>0, soit pri-
mitif. Soit b= (2" —1)/(2¥ —1) et h = ppcm(b, s)/s. La projection Vo({i,i+ j}) est

(2, w)-équidistribuée si et seulement si j n'est pas un multiple de h.

Corollaire 6.3. Soit ¢,(2) = ¢u12" '+ + Gur = 2°¢o_1(2) mod P(z) ou P(z) €
Fouw (2] est primitif sur Fow. Soity,, = . 0U qQy, représente g, , dans une base choisie

et Uy =y oy y,(ffl)Z_i. Soit 'ensemble de points
Wy = {(ug, u1, ..., u—1) : qo(z) € Faulz]/P(2)}.

Soit b = (2*" — 1)/(2¥ — 1) et h = ppem(b,s)/s. La projection Vy({i,i + j}) est

(2, w)-équidistribuée si et seulement si j n’est pas un multiple de h.

Démonstration. Du théoreme 5.5, pour les GCL polynomiaux et les LFSR, on sait
que lensemble de points {(ug,u;) : xo € F5¥} n'est pas (2, w)-équidistribué si et
seulement si j est un multiple de b. On peut voir, pour les deux corollaires, que
I'ensemble de points Wo({i,7 4 j}) n'est pas (2, w)-équidistribué si et seulement si js

est un multiple de b. Pour démontrer les deux corollaires, on doit trouver la plus petite
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valeur de ¢ telle que ¢ = js = ab pour un entier a. La solution est ¢ = ppem(b, s), ce
qui implique que j = ppem(b, s)/s. On a donc que la projection Wy({i,i + j}) n’est

pas (2, w)-équidistribuée si et seulement si j est un multiple de A = ppem(b, s)/s. [

6.3 Reésultats de recherche de parametres

Nous avons cherché de bons petits générateurs du type LESR qui utilisent la sortie
définie & la section 6.2 & l'aide de différents criteres. Etant donné qu’on n’utilisera pas
ces générateurs comme générateurs de nombres aléatoires mais plutot pour des appli-
cations quasi-Monte Carlo, il n’est pas utile de parler de la période des générateurs,
mais plutot de la cardinalité des ensembles de points qui peuvent étre produits par
les générateurs. Ainsi, la cardinalité des ensembles de points considérés varie de 21°

(quand rw = 10) a 2'® (quand rw = 18).
Soit
S<S>t1>"'7ts) = (U{{]ha]z}?l :jl < a]z < tz}) U{{La]}:l S] < tl}a
i=1

S1 = S(5,k,24,16,8,8) ou k = rw et Sy = 5(3,3,24,16). En tout, six criteres de
recherche (voir section 4.7) ont été considérés : A(Sy, A), ©(S1, A), A(Sy, g — valeur),
O©(S1,q — valeur), A(S2,T}) et ©(S2,T;). Les deux premiers critéres sont basés sur
I’équidistribution, les deux suivants sur la g-valeur et les deux derniers sur la distance
minimale. Pour les quatre premiers criteres, on considere les projections jusqu’en
k dimensions successives, les projections en 2 dimensions dont l’espacement entre
les indices des coordonnées n’excedent pas 24, les projections en 3 dimensions dont
I’espacement entre les indices des coordonnées n’excedent pas 16, et les projections
en 4 et 5 dimensions dont ’espacement entre les indices des coordonnées n’excedent
pas 8. Pour les criteres basés sur la distance minimale, on se restreint aux projections

successives en 2 et 3 dimensions, les projections en 2 dimensions dont I’espacement
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entre les indices des coordonnées n’excedent pas 24 et les projections en 3 dimensions

dont I'espacement entre les indices des coordonnées n’excedent pas 16.

Ces parametres de recherche sont quelque peu arbitraires. En effet, rien ne dit
que ces projections sont celles qui sont importantes pour toutes les applications.
Néanmoins, nous les choisissons en espérant qu’elles sont importantes pour plusieurs
applications. Pour les criteres basés sur la distance minimale, nous nous concentrons
sur les projections en 2 et 3 dimensions pour deux raisons d’ordre pratique : le temps
d’exécution de l'algorithme utilisé pour calculer I'; est exponentiel en la dimension
et le temps nécessaire pour mesurer 'uniformité avec ce critere est déja assez long
avec ces projections et qu’en rajouter d’autres ferait en sorte qu’on ne puisse pas

échantillonner suffisamment d’ensembles de points dans la recherche.

Aux tableaux 6.1-6.6, on donne les résultats de ces recherches. La maniere de
représenter (Q(z) et les éléments de Fow est la méme qu’au chapitre 5. Pour les criteres
du type A(:, -), pour un couple (r, w) donné, il arrive fréquemment que deux ensembles
de points performent avec la méme valeur au critere. Pour briser 1’égalité, nous avons
utilisé le critere O(, ) avec le méme critere sous-jacent. Malgré ces efforts pour dis-
criminer les ensembles de points, il arrive fréquemment que plusieurs ensembles de
points ne soient pas discriminés avec les deux criteres. Dans ces cas, on donne jusqu’a
trois ensembles de parametres pour un couple (r, w) (malgré que dans certains cas, on
en a trouvé beaucoup plus). Dans les tableaux 6.1-6.6, on affiche les résultats obte-
nus aux deux criteres pour les ensembles de points pour lesquels on désire une petite
valeur de A(+, ). On remarque que, en comparant deux a deux les tableaux 6.1-6.2,
6.3-6.4 et 6.5-6.6, si on désire une petite valeur de ©(-, ), il est parfois payant de

sacrifier la qualité de certaines projections pour arriver a notre but.
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Tableau 6.1 — Résultats de la recherche d’ensembles de n = 2™ points qui minimisent
le critere A(Sy, A).

T ow Q(Z) S b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 bg bg A(Sl, A) @(Sl, A)
2 5 1d 217 1 9 - = = = = = = 1 41
2 5 14 248 3 r - - - - - = = 1 41
2 5 17 899 1d 9 - - = = = = = 1 41
5 2 3 306 2 0 i1 o 3 - - - - 1 45
o 2 3 306 3 0 3 0 3 - - - - 1 45
5 2 3 480 2 0 r 3 1r - - - - 1 45
2 6 3 121 1£f 24 - - — — - - - 2 33
2 6 21 219 22 a - - - = - - - 2 83
2 6 33 497 2d T - - - = = = = 2 83
3 4 9 94 e 4 4 - - - - = = 2 40
3 4 f 163 3 o 9 - - - - - - 2 40
3 4 f 491 O e d - - - - - - 2 40
4 3 5 38 2 5 6 7 - - - - - 1 67
4 3 6 436 6 o o &5 - - - - - 1 67
4 3 6 436 7 o o 6 - - - - - 1 67
6 2 3 9 0 1 1 2 o0 1 - - - 2 45
6 2 3 9 0 2 i1 1+ 0o 1 - - - 2 45
2 7 rr 152 73 52 - - - - - = = 1 12
2 7 6a 689 79 62 - - - - - - - 1 12
2 7 T7e 726 4d 22 - - — - - - - 1 12
7 2 3 548 2 o o 2 1 o 1 - - 1 12
7 2 3 048 2 0 o 2 3 o0 3 - - 1 12
3 5 1d 360 b o 3 - - - - - - 1 20
3 5 1d 697 10 0 1b - - - - - 1 20
35 12 734 1le 19 4 - - - — - - 1 20
5 3 5 19 5 3 4 1 2 - - - - 1 78
2 8 b8 242 ab 22 - - - - - - - 1 93
2 8 8 539 fb 61 - - - - - - - 1 53
2 8 d8 736 e 14 - - - - - - = 1 93
4 4 9 842 3 e 0O e - - - - - 1 32
8 2 3 42 0 0 i1 o0 1 o0 O 1 - 1 44
8 2 3 42 0 0 3 0 3 0 o 3 - 1 44
8 2 3 836 0 1 o 1 o 2 2 1 - 1 44
2 9 189 13 150 2b - - — — — - = 1 65
2 9 110 272 140 1ted - - - — — — - 1 65
2 9 119 454 123 3¢ - - - — — - = 1 65
3 6 24 497 27 3a 3 - - — — - = 1 8
6 3 5 365 3 0 5 0 3 - - - 2 10
9 2 3 897 0 3 13 3 0 3 1 3 2 33
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Tableau 6.2 — Résultats de la recherche d’ensembles de n = 2™ points qui minimisent

le critere ©(S1, A).

row Q(Z) S b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 bg bg @(Sl, A)
2 5 17 124 13 2 - - - - - - - 41
2 5 14 620 a 8 - - - = = = = 41
2 5 12 713 9 2 - - = = = = = 41
5 2 3 306 3 0 3 o 3 - - - - 45
5 2 3 631 3 3 o o 1 - - - - 45
5 2 3 883 3 0 0 o 3 - - - - 45
2 6 21 9797 265 2 - — - - - = = 79
2 6 33 298 12 8 - - - - - = = 79
2 6 2b 3533 28 3% - - - - - - = 79
3 4 9 218 7 0 b - - - - - - 39
3 4 f 328 ¢ 0 d - - - - - - 39
3 4 9 437 0 7 3 - - - - = = 39
4 3 5 206 6 0 2 7 - - - = = 61
4 3 6 380 3 0 7T 3 - - - - = 61
4 3 6 485 6 5 o 3 - - - - - 61
6 2 3 702 0 1 2 0 1 r - - - 38
6 2 3 702 0 2 2 0 2 3 - - - 38
2 7 41 562 24 3¢ - - - - - - = 12
2 7 48 63 70 41 - - — - - - = 12
2 7 60 822 e6r T4 - — — - - - - 12
7T 2 3 548 2 0 0 2 1 0 1 - = 12
7T 2 3 548 2 0 o 2 3 o0 3 - - 12
3 5 le 360 8 0 3 - - - - = = 20
3 5 1d 378 0 d 14 - - - - - - 20
3 5 le 87 0 ib 4 - - - - - - 20
5 3 5 291 O 1 6 6 1 - - - - 64
5 3 6 291 O 7 T 1 7 - - - - 64
5 3 5 291 O 7 5 &5 7 - - - = 64
2 8 8 H52 ef 19 - - - — - - = 51
2 8 fa 641 2b 8 - - - = = = = o1
2 8 8 846 9% a1t - - - - - - = ol
4 4 c 286 4 9 e 4 - - - - - 31
4 4 f 233  a b 8 a - - - - - 31
8 2 3 56 2 0 2 1 2 2 2 3 - 43
8 2 3 309 3 0 0 3 1 2 o 3 - 43
2 9 19d 190 1a4 163 - - — — — — - 57
2 9 116 247 aa f8 - - - — - - - 57
2 9 13 589 12a 60 - - - — — - = 57
3 6 24 79 a 0 2d - - - - - = 9
3 6 30 519 5 20 11 - - - — - = 9
3 6 30 629 O 30 29 - - - - - - 9
6 3 5 365 2 0 2 0 3 6 - - - 9
9 2 3 206 2 0 1 3 1 3 0 3 1 32
9 2 3 206 2 0 3 1 3 1 0 1 3 32
9 2 3 583 1 1 2 2 0 2 1 3 3 32
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Tableau 6.3 — Résultats de la recherche d’ensembles de n = 2™ points qui minimisent
le critere A(S, g — valeur).

row Q(Z) S b1 b2 b3 b4 b5 b@ b7 bg bg A(Sl,q) @(Sl, q)
2 5 14 62 b 3 - - - - - - = 5 716
2 5 1le 217 1a b - - - - 5 716
2 5 1le 89 1a 2 - - - -~ > 716
5 2 3 47 1 3 0 2 1 - 5 677
5 2 3 47 3 1 0 2 3 -~ 5 677
5 2 3 482 1 1 1 1 1~ 5 677
2 6 2b 3r 19 3% - - - - 6 849
3 4 9 837 5 4 4 - - - 6 818
4 3 6 39 o 6 3 7 - - 6 778
4 3 6 w6 o 6 3 7 — - 6 778
6 2 3 116 2 o 1 2 3 3 6 811
27 T 58 24 32 - - - - 8 935
7T 2 3 468 2 0 1 1 0 1 7 934
3 5 1 208 £ O 9 - — - 8 992
5 3 6 677 0 6 0 2 2 - 8 969
2 8 fa 809 el 9¢c - - ~— 9 1056
4 4 9 83 0 4 e b - -~ 9 989
8 2 3 416 3 0 2 2 3 3 9 1006
2 9 17a 260 f4 £ - - — -~ 10 1238
3 6 39 97 1f 34 10 - - -~ 10 1176
6 3 5 B3 17 6 3 0 6 10 1160
9 2 3 116 o 2 2 2 3 0 10 1159
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Tableau 6.4 — Résultats de la recherche d’ensembles de n = 2™ points qui minimisent
le critere O©(Sy, ¢ — valeur).

row Q(Z) S b1 bg b3 b4 b5 b6 b7 bg bg @(Sl, q)
2 5 14 °2 17 2 - - - - = = = 638
2 5 1o 427 14 1f - - - - 688
2 5 1le 48 8 8 - - - - 638
5 2 3 431 3 o 1 1 3 - 653
5 2 3 592 1 o 3 3 1 - 653
5 2 3 592 3 o 1 1 3 - 653
2 6 33 34 26 13 - - - - 794
3 4 c 292 b £t 7 - - - 754
4 3 6 396 O 6 5 1 — - 751
4 3 5 74 0 1 7 3 - - 751
6 2 3 350 0 o o0 3 1 3 771
6 2 3 805 O 3 0 0 3 3 771
2 7 6a 499 45 64 - - - - 915
7 2 3 26 3 2 0 0 O 3 889
3 5 le 448 a 14 1£f - - - 934
5 3 6 350 2 6 0 7 6 - 922
5 3 5 350 5 1 0 2 1 - 922
2 8 a6 300 8 2¢ - - - - 1045
2 8 8 71 99 57 - - - - 1045
4 4 9 816 o0 3 4 3 - - 959
8 2 3 89 O o0 2 3 0 1 997
2 9 198 652 144 2f - - - - 1155
3 6 21 731 o0 29 37 - - - 1118
6 3 6 9551 7 4 4 7 0 1 1089
9 2 3 484 2 o o0 1 o0 1 1104
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Tableau 6.5 — Résultats de la recherche d’ensembles de n = 2™ points qui minimisent
le critere A(Sy, I'y).

r o ow Q(Z) S b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 bg bg A(SQ, Ft) @(SQ, Ft)
2 5 17 692 7 4 - - - - - - - 3 212
5 2 3 6 3 3 o0 o 1 - - — - 3 216
2 6 39 347 3c 24 - - - - - - - 4 311
3 4 c 202 2 1 4 - - - - - - 4 316
3 4 9 666 0 2 b - - - - - - 4 316
4 3 5 6% o0 2 3 7 - - - - - 4 307
6 2 3 434 2 3 1 0 3 3 - - - 4 314
6 2 3 48 3 o o0 3 O 3 - - - 4 314
6 2 3 86 o o 3 1 o 1 - — -~ 4 314
2 7 44 292 76 50 - - - -  — - - 4 308
2 7 7r 393 29 46 - - - - - - - 4 308
72 3 99 1 o 3 o 1 1 1 — -~ 4 303
3 5 1le 68 1le 14 4 - - — - - - 4 348
3 5 17 39 o0 1b 19 - - - - - - 4 348
5 3 6 47 3 7 O O 5 — -  — - 4 340
2 8 ¢cb 261 52 42 - - - - = - 4 303
2 8 b1t 489 6 78 - - - — - - - 4 303
4 4 c 67 b £ 0 9 — -~ - - 4 295
8 2 3 4 2 3 1 0 3 3 2 1 -~ 4 299
2 9 lea 597 b2 91 - - - - -  — - 4 388
36 3 20 o0 220 £ - - - — - - 5 381
6 3 5 29 3 4 1 6 7 2 - - 5 389
9 2 3 290 3 0o 1 0 o0 0 2 1 5 390
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Tableau 6.6 — Résultats de la recherche d’ensembles de n = 2™ points qui minimisent

le critere ©(Ss, I).

row Q(Z) S bl b2 b3 b4 b5 b6 b7 bg bg @(52, Ft)
25 1d4 727 6 19 - - - — - - - 205
5 2 3 38 0 o o 2 1 - - - 211
5 2 3 871 3 3 0o o0 1 - - - 211
2 6 36 618 12 29 - - - - - - 309
3 4 f 375 0 3 a - - - - - 308
4 3 5 122 1 7T 0 5 — - - - 305
6 2 3 795 3 o 2 1 1 1 - - 309
2 ¢ 5 101 30 1f - - — — - - 302
72 3 361 0 o 1 1 0 0 1 - 304
7 2 3 729 2 3 0 1 0o o0 1 - 304
3 5 17 480 ¢ o £ - - - - - 330
5 3 6 362 b5 i1 0o 3 2 - - - 342
5 3 6 711 4 5 1 0 2 - - - 342
2 8 d8 702 88 da - - - - — - 294
4 4 9 165 d c 3 b - 295
4 4 c 741 ¢ d a 9 - - - - 295
8 2 3 356 0 6o o o 3 3 2 - 289
2 9 1c7 474 1£3 6b - - - -  — - 387
3 6 36 115 32 o 17 - - — - - 392
6 3 5 831 5 5 0 6 6 1 - - 373
9 2 3 166 3 o o o 2 1 0 3 389
9 2 3 560 O o 1 1 3 3 3 1 389
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6.4 Fonctions test

Dans cette section, on décrit des fonctions f que l'on tentera d’intégrer a 1’aide
de différents ensemble de points. La liste des fonctions est donnée au tableau 6.7. On
assigne un numéro a chacune des fonctions. Les fonctions fo, fg et fo sont tirées de
[25], tandis que les fonctions fi1; a fi4 sont proposées dans [91]. La fonction fi5 est
proposée pour la premiere fois dans cette these. Les fonctions fo, fs, fo et fi1 a fis
sont telles que la valeur de lintégrale sur 'hypercube unitaire [0,1)" est nulle. Les
fonctions fo, fs, fo et fi5 sont telles que 02 = 1 ot 02 = I(f?) — I(f)?. Les fonctions
fi6, fis et fig sont reliées au probleme de I’évaluation d’une option asiatique. Ce

probleme est expliqué dans les prochaines sections.

Tableau 6.7 — Fonctions analytiques a intégrer

hx) = VA5 [AE(3 2 w3 — 1/3)
fo(x) = [T—o(—24V7(x; — 1/2) + 8V7(x; — 1/2)°)
fo(x) = T 0 2imo 9(xi)g(x;) ou
g(z) = 27.209170942% — 36.1925085022 4 8.983337562x + 0.7702079855.

fmx) = H§ })% ou a; = 0.01
fz(x) = H;:B % ot a; =1
fis(x) = ITj= " ota; = j
fu(x) = 1= % ol a; = 57
fis(®) = s i (1= T 2 )
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6.4.1 Evaluation d’une option asiatique

Dans cette section, nous décrivons le probleme qui consiste a évaluer la valeur
d’une option. Une option est un contrat financier dont la valeur dépend du prix d'une
denrée sous-jacente. Le type de contrat qu’on considere est une option asiatique sur
une denrée dont le prix varie selon un mouvement Brownien géométrique. Soit S(t),
le prix de la denrée au temps t. La valeur de 'option au temps ¢ est C'(¢) et sa valeur

a I’échéance du contrat est donnée par

C(T) =max (0,5 — K)

ou S = %ijl S(t;) et les temps t;, 1 < j < s et le prix K sont définis dans le

contrat.

Pour modéliser le prix de la denrée sous-jacente, nous utilisons le modele de Black

et Scholes [1]. Sous ce modele, on a que
dS(t) = pS(t)dt + o S(t)dB(t)

ou u est le rendement moyen de la denrée, o est la volatilité de la denrée et B(-) est
un mouvement Brownien standard. Le modele suppose aussi ’existence d’une mesure

de risque nul sous laquelle
dS(t) = rS(t)dt + oS(t)dB(t)

ol r est le taux d’intérét sans risque et B(-) est un mouvement Brownien standard
sous la mesure de risque nul. La valeur au temps ¢t = 0 de I'option asiatique est donnée
par

C(0) = E[e""C(T)],

ot E est espérance sous la mesure de risque nulle. Le calcul cette espérance ne peut
se faire analytiquement et on utilise souvent les méthodes Monte Carlo/quasi-Monte

Carlo pour y arriver. Dans ce cas, il faut simuler 1’évolution du prix de la denrée
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sous-jacente et étre capable de le déterminer aux temps ¢;, 1 < j < s. Pour ce faire

on utilise la formule
S(t;) = S(0)exp <(7‘ — 0.50%)t; + UB(tj)>

pour j = 1,...,s ou B(t) est une variable aléatoire normale de moyenne 0 et de
variance t. Pour évaluer 'espérance C'(0), on simule n évolutions du prix de la denrée
sous-jacente, pour chacune d’elle, on calcule la valeur C(T"). On génére n variables
aléatoires x1, ...,X,, uniformes sur [0,1)* ou la j-ieme coordonnée sert a générer la

variable aléatoire B(t;) par inversion. Ainsi, on définit
fis(x) = e CO(T)

pour I’évolution du prix de la denrée sous-jacente décrite par le vecteur x. Estimer
C(0) revient & approximer

f16 (X)dX.

[0,1)°

Pour le besoin de cette these, nous ne considérons que les options qui sont telles
que T" = 120/365, t; = (T — s + j)/365, S(0) = 100, o = 0.2, » = In(1.09), comme
c’est le cas pour [42, 43, 51]. On estimera la valeur de option pour K = 90,100,110
et s = 10, 30. Pour simuler le mouvement Brownien, on utilise la technique standard

et le pont Brownien.

6.4.2 Evaluation de la dérivée du prix d’une option asiatique

La prochaine fonction a évaluer est directement liée au probleme du prix d’une
option asiatique. On est intéressé a déterminer la sensibilité du prix par rapport a
deux parametres du modele, soit o et S(0). Autrement dit, on veut évaluer

000
Ha = W(O)
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et
B oC(0)
Hro = oo

Ces deux valeurs sont communément nommés delta et vega dans le monde de la

finance. Dans [6], on montre que

00 oS
et
fi, = e_rT%ETT) =e1(S > K)é ;S(ti) {ln (i((t(;))> —(r+ 02/2)151}

sont des estimateurs sans biais de pg4 et p, respectivement. Les fonctions fig(x) et
f19(x) sont définies par la valeur des estimateurs /i, et fi, respectivement o x contient
I'information nécessaire pour produire une évolution du prix de la denrée sous-jacente.
Ainsi, on a que

pa = Elfia] = fis(x)dx
[0,1)®

et

po = Elf,] = fio(x)dx.
[0,1)

On tentera d’évaluer ces intégrales par les méthodes quasi-Monte Carlo. Dans cette
these, on choisit les parametres du modele comme dans [6, 52]. Ceux-ci sont r = 0.07,
K = 100, T = 0.2 années. On estimera les intégrales pour s € {10,30} et S(0) €
{90, 100, 110}.

6.5 Méthodologie expérimentale

Afin de démontrer de maniere efficace les forces et les faiblesses des ensembles de
points basés sur des récurrences linéaires dans [Fow que nous avons introduites, pour
I'intégration quasi-Monte Carlo, nous avons estimé le facteur de réduction de variance

p pour plusieurs ensembles de points et pour les fonctions définies dans les sections
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précédentes. Les résultats de ces expériences sont illustrés a 1’aide de graphiques aux
figures 6.8 a 6.36. L’interprétation de ces graphiques est donnée un peu plus loin dans

cette section.

Voici '« algorithme » ou la méthodologie qui a permis de construire ces gra-

phiques.

Algorithme 6.3. Méthodologie
— Les fonctions a intégrer sont :
e f5. fo, fo, f11, f12, fiz3 et fi4 en 10 et 30 dimensions,
e fi5 en 100 dimensions avec m = 2,5, 10, 20, 50,
e |’évaluation de 'option asiatique en 10 et 30 dimensions avec
K =90, K =100 et K =110,
e |’évaluation de vega pour l'option asiatique en 10 et 30 dimensions avec
S(0) =90, S(0) =100 et S(0) = 110,
e ’évaluation de delta pour 'option asiatique en 10 et 30 dimensions avec
S(0) =90, S(0) =100 et S(0) = 110.
— Les couples (r,w) a considérer sont :
®(2,5),(52),(2,6),(3,4),(4,3),(6,2),(2,7),(7,2),(3,5), (5,3),
(2,8),(4,4),(8,2),(2,9),(3,6),(6,3),(9,2).
— Les criteres d'uniformité sont :
e A(S1,A), ©(S1,A),
o A(Sy,q — valeur), ©(Sy, g — valeur),
o A(Sy,T'y) et ©(Sy, Ty).
— Pour chaque fonction f a intégrer, faire
Estimer la valeur de 0%, avec Gy
Pour chaque couple (r,w) a considérer, faire
Pour chaque critere d’uniformité C' a considérer, faire
e Avec m = 1000, calculer 62,

avec la translation digitale comme randomisation,
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pour un ensemble de points, de parametres (r, w),
qui démontre la meilleure valeur observée du critere C

b pA[fv Ca r, w] — 6107/(2“1)6-%1)

Dans cet algorithme, on fait référence a « un ensemble de points, de parametres
(r,w), qui démontre la meilleure valeur observée du critere C' ». Pour illustrer ce que
nous voulons dire, prenons, par exemple, C' = A(S},A) et (r,w) = (2,5). Dans ce
cas, nous avons trouvé 2358 ensembles de points qui démontrent la meilleure valeur
observée, soit A(S1, A) = 41. Parmi ces ensembles de points, nous en prenons un seul

pour calculer p[f, C,r, w].

Dans la plupart de résultats exposés, les estimateurs de la réduction de variance
sont précis a au moins 10%. Les estimateurs les plus mauvais sont ceux pour les
fonctions fg, fi1, et fig. Pour fg et fig, la plupart des estimateurs de réduction de
variance ont une erreur relative de moins de 25%. Pour fi1, la plupart ont une erreur

relative de moins de 75%.

Les figures 6.8 a 6.36 contiennent beaucoup d’information. Commengons par les
figures 6.8 a 6.14 qui présentent les réductions de variance pour les fonctions fs,
fes fo, fi1, fi2, fiz3 et fia en 10 et 30. Toutes ces figures utilisent le méme format.
Elles sont composées de six graphiques qui présentent les réductions de variance pour
k = 10,12,14,15,16,18 ou k = rw. L’échelle de I'axe vertical est logarithmique en
base 10. Chacun de ces graphiques donne la réduction de variances d’ensemble de
points sélectionnés par rapport a 6 criteres d’uniformité. Chaque groupe de colonnes

d’une méme couleur représente un critere d’uniformité selon la table suivante :
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Couleur  Critere

rouge A(Sy,A)

vert O(S1,A)
bleu A(Sy, g — valeur)
mauve O(S1, g — valeur)
turquoise  A(Sq, I'})
gris O(S,,Ty)

Les deux dernieres colonnes indiquent la réduction de variance obtenue pour les
ensembles de points de Sobol avec le méme nombre de points, mais avec deux ran-
domisations différentes. L’avant-derniere colonne donne le résultat obtenu avec une
simple translation digitale et la derniere illustre la réduction de variance dans le cas

ou on applique un mixage linéaire avec une translation digitale.

La hauteur de la colonne indique la valeur de log,, p[f, C, 7, w] obtenue quand la
dimension de la fonction a intégrer est 10 pour les ensembles de points qui ont été
sélectionnés par rapport au critere associé a la couleur de la colonne. Le « ¢ » situé
dans le méme axe vertical de la colonne indique la valeur de log;, p[f, C, r, w] obtenue
quand la dimension de la fonction a intégrer est 30 pour les ensembles de points qui

ont été sélectionnés par rapport au critere associé a la couleur de la colonne.

Pour chaque couleur, il y a plusieurs colonnes qui correspondent chacune a un
couple (r,w). Par exemple, quand k& = 10, on a (r,w) = (2,5) et (r,w) = (5,2). La
premiere colonne d'une couleur correspond au couple (7, w) avec la plus petite valeur

de r, la deuxiéeme colonne, a la deuxieme plus petite valeur de r, etc..

Exemple 6.1. La figure 6.1 illustre un exemple d’un graphique dans le cas ou k = 10
et ou la fonction a intégrer est soit fa, fs, fo, fi1, fi2, fi3 ou fis. La légende, en
haut du graphique, indique quelles colonnes correspondent a quels criteres. Les douze

premieres colonnes donnent les résultats obtenus par des ensembles de points avec
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12

10

B AS, A) oS, q)
- H OB ,A) AGS,, T')
. EA(S., q) mO(S,, I')

(2,9)03.2) (2,3003,2) (2,3003,2) [2,3005,2) (250320 (2515.2)

i

Sabol

i

Figure 6.1 — Graphique expliquant la présentation des résultats.
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(r,w) = (2,5) et (r,w) = (5,2), en alternance. Les deux dernieéres colonnes donnent les
résultats obtenus pour les ensembles de points de Sobol randomisés avec la translation

digitale et le mixage linéaire avec la translation digitale.

Pour les tableaux 6.15 a 6.18, le format est similaire sauf que la hauteur des
colonnes correspond a la réduction de variance dans le cas ou la dimension de la

fonction est nm = 100 et m est indiqué dans I'en-téte du tableau.

Pour les tableaux 6.19 & 6.30 (ou on présente les facteurs de réduction de variance
pour I’évaluation du prix d’option asiatique, pour vega et delta), le format est similaire

a celui décrit par I'exemple 6.1.



Tableau 6.8 — Réduction de variance pour la fonction fs.
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0.5
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Tableau 6.9 — Réduction de variance pour la fonction fg.
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Tableau 6.10 — Réduction

216

de variance pour la fonction fy.
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Tableau 6.11 — Réduction
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de variance pour la fonction fi;.
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Tableau 6.12 — Réduction de variance pour la fonction fis.
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Tableau 6.13 — Réduction de variance pour la fonction fis.
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Tableau 6.14 — Réduction

de variance pour la fonction fi4.
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Tableau 6.15 — Réduction de variance pour la fonction fi5, m = 2.

16

14 H _

12 B

16 16




Tableau 6.16 — Réduction de variance pour la fonction fi5, m = 5.
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Tableau 6.17 — Réduction de variance pour la fonction fi5, m = 20.
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Tableau 6.18 — Réduction de variance pour la fonction fi5, m = 50.
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Tableau 6.19 — Réduction de variance pour le prix de 'option asiatique, K = 90.
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4 g 4| g
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Tableau 6.20 — Réduction de variance pour le prix de I'option asiatique, K = 90.
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Tableau 6.21 — Réduction de variance pour le prix de 'option asiatique, K = 100.
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Tableau 6.22 — Réduction de variance pour le prix de 'option asiatique, K = 100.
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Tableau 6.23 — Réduction de variance pour le prix de 'option asiatique, K = 110.
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Tableau 6.24 — Réduction de variance pour le prix de 'option asiatique, K = 110.
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Tableau 6.25 — Réduction de variance pour la fonction vega, S(0) = 90.
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Tableau 6.26 — Réduction de variance pour la fonction vega, S(0) = 90.
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Tableau 6.27 — Réduction de variance pour la fonction vega, S(0) = 100.
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Tableau 6.28 — Réduction de variance pour la fonction vega, S(0) = 100.

0.5

0.5

0.5

16

e

2

1.5

0.5 |

k =15 (Pont Brownien)

05

e

k = 16 (Pont Brownien)

0.5 H

k = 18 (Pont Brownien)

234



Tableau 6.29 — Réduction de variance pour la fonction vega, S(0) = 110.

05 |

0.5

S 4

2

1.5 1

0.5 | ]

k =10 (Pont Brownien)

2
1.5 | u
‘0
*
1 H .
*
0.5 u
0
k = 12 (Pont Brownien)
2
1.5 E
.
1| : g
05 | ]

k = 14 (Pont Brownien)

235



Tableau 6.30 — Réduction de variance pour la fonction vega, S(0) = 110.
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Tableau 6.31 — Réduction de variance pour la fonction delta, S(0) = 90.
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Tableau 6.32 — Réduction de variance pour la fonction delta, S(0) = 90.
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Tableau 6.33 — Réduction de variance pour la fonction delta, S(0) = 100.
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Tableau 6.34 — Réduction de variance pour la fonction delta, S(0) = 100.
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Tableau 6.35 — Réduction de variance pour la fonction delta, S(0) = 110.
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Tableau 6.36 — Réduction de variance pour la fonction delta, S(0) = 110.
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6.6 Interprétation des résultats

La premiere remarque a faire sur les résultats est que les problemes sont, pour
la plupart, en dimension 10 et 30 et que les ensembles de points ont été choisis avec
des criteres qui considerent 24 dimensions. Les résultats sont tout de méme assez
convaincants sur la performance des ensembles de points basés sur une récurrence
dans Fyw. Probablement que, si on avait choisi nos ensembles de points avec des
criteres taillés sur mesure pour les fonctions a intégrer, on aurait obtenu des résultats

encore meilleurs.

En observant tous les tableaux de résultats, un point qui semble ressortir est qu'’il
n’y a pas un critere d’uniformité qui semble favoriser outrageusement une des fonc-
tions a intégrer qu’on a utilisée. Un autre point qui ressort est que les ensembles de
points qui sont choisis avec un critere qui dépend de la distance minimale performent
tres bien pour tous les problemes qu’on a considérés. Parfois, c’est un ensemble de
points qui est sélectionné avec un critere basé sur la distance minimale qui performe le
mieux. On savait que la distance minimale est un critere important pour les ensembles
de points utilisés en infographie [26]. Les résultats qu’on obtient confirment que la
distance minimale peut étre aussi un critere important pour d’autres types d’applica-
tions et ce, indépendemment de la g-valeur de I’ensemble de points considéré. Au lieu
d’utiliser I'; ou la g¢-valeur, on peut construire des ensembles de points intéressants

en ne regardant que la distance minimale pour plusieurs applications.

Dans ce qui suit, on fera références a I’ensemble de points de Sobol avec la trans-
lation digital comme « Sobol-1 » et I'ensemble de points de Sobol avec le mixage

linéaire et la translation digital comme « Sobol-2 ».

Le tableau 6.8 montre que nos nouveaux ensembles de points performent mieux
que les ensembles de points de Sobol, méme randomisés, pour l'intégration de fs.

Les facteurs de réductions de variance vont de 10° & 10 pour nos ensembles de
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points et les ensembles de points de Sobol obtiennent, au mieux, 10%. Au premier
regard, on pourrait penser qu’il s’agit d’une erreur étant donnée la magnitude des
facteurs de réductions de variance (c’est du moins ce que croyait 'auteur) et que fo
n’est qu'une sommation de fonctions en une seule dimension. Mais apres une étude
préliminaire, il semblerait que les ensembles de points en une dimension (ou les pro-
jections en une dimension) construits par un LFSR dans Fow ont la particularité
que des groupes de points sont localement antithétiques, c’est-a-dire que, pour un
intervalle [a27%, (a + 1)27"], 0 < a < 2", la moyenne des points qui tombent dans
cet intervalle est égale & (a 4+ 1/2)27% pour v = 0,1...,vy pour une valeur de wy.
Dans un article récent, Owen [80] montre comment obtenir des ensembles de points
localement antithétiques paire-a-paire a ’'aide d’un mixage linéaire approprié. Pour
ses ensembles de points, dans un intervalle [a27%, (a + 1)27%], 0 < a < 2%, tous les
points ont un « partenaire » tel que la moyenne des deux points est (a + 1/2)27
pour v = 0,...,k — 1 ot 2% est la cardinalité de 'ensemble de points. Owen [80]
montre que l'estimateur quasi-Monte Carlo qui utilise un ensemble de points locale-
ment antithétique a une variance dans O(2-%*) pour des fonctions en une dimension.
Nous croyons que ce résultat s’applique a nos ensembles de points et que ceci pourrait

expliquer la tres grande réduction de variance.

Etant donné que nous avons découvert cette propriété de nos ensemble de points
dans la semaine précédant la soumission de cette these, nous n’avons pas pu analyser
celle-ci plus en détail. Evidemment, nous allons analyser cet aspect intéressant une

fois la these déposée.

Pour la fonction fg, la dimensionalité de I'intégrale est vraiment de ¢ (par dimen-
sionalité, on signifie que 'intégrale de fg ne peut pas se décomposer en une somme
d’intégrales de plus faible dimension). Dans ce cas, plus la dimension augmente, plus
I'intégrale est difficile a intégrer par quasi-Monte Carlo. On observe ce phénomene

car quand ¢t = 30, il n’y a plus de gain a utiliser quasi-Monte Carlo : il n’y a prati-
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quement pas de réduction de variance et méme, quelquefois, on fait pire. Par contre,
en dimension ¢t = 10, on obtient une réduction de variance et plusieurs ensembles de
points font mieux que Sobol. Quand k£ = 18, les facteurs de réduction de variance

sont environ 100 pour plusieurs ensembles de points. Dans ce cas, on fait mieux que

Sobol-1 et Sobol-2.

La fonction fy est une sommation de fonctions en deux dimensions. Chaque
élément de la sommation utilise une projection en deux dimensions différentes. Par
le théoreme 5.6, on sait que la majorité des projections en deux dimensions sont par-
faites jusqu’en résolution w. On doit donc s’attendre a ce que nos ensembles de points
performent bien pour cette fonction. C’est bien le cas : quand k = 18, les facteurs de
réduction de variance vont jusqu’a 104 pour nos ensembles de points, tandis que les
ensembles de points de Sobol, méme randomisés avec du mixage linéaire, obtiennent
des facteurs autour de 10%. Pour toutes les valeurs de k, on remarque que la grande

majorité de nos ensembles de points font mieux que les ensembles de points de Sobol.

Les fonctions fi; a fi14 sont des fonctions dont la dimensionalité est ¢, mais ou 'im-
portance de chaque coordonnée, dans sa contribution pour la variance, décroit quand
ap < ... < a;_1 et reste la méme quand ag = ... = a;_;. Pour fi; et fi5, 'importance
ne décroit pas avec 'indice de la coordonnée et pour fi3 et fi4, 'importance décroit.
La fonction f;; semble étre tres difficile a intégrer par quasi-Monte Carlo. En ¢t = 10
dimensions, pour plusieurs de nos ensembles de points, on obtient des facteurs de
réduction de variance qui sont supérieurs a ceux obtenus par les ensembles de points
de Sobol. Pour k = 18, les facteurs vont jusqu’a 1000 pour nos ensembles de points,
tandis que pour Sobol, les facteurs de réduction de variance ne dépassent pas 100.

Par contre, pour ¢ = 30, on n’arrive pas a faire mieux que la méthode Monte Carlo.

Pour la fonction fi5, quand ¢ = 10, on réussit toujours a faire mieux avec nos
nouveaux ensembles de points que ceux de Sobol. En particulier quand £ = 18,

les facteurs sont de 10° pour certains ensembles choisis par rapport a la distance
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minimale. Pour Sobol, quand k = 18, le mieux qu’on ait pu faire est 10*. Quand
t = 30, nos nouveaux ensembles de points font, en moyenne, un peu mieux que les
ensembles de points de Sobol. Les facteurs de réduction de variance vont de 1 a

environ 10.

Pour les fonctions fi3 et f14, de tres bons facteurs de réductions de variance sont
obtenus pour ¢t = 10 et ¢t = 30. Pour fi3, quand £ = 18, on obtient un facteur de
réduction de variance de l'ordre de 10° pour un ensemble de points choisi avec un
critere basé sur la distance minimale. Pour fi3 et f14, méme avec peu de points, on a
de bons facteurs. Par exemple, pour la fonction fi4, quand ¢ = 30 et k = 10, on peut
obtenir des facteurs de I'ordre de 10° avec des ensembles de points choisis avec un
critere basé sur I’équidistribution. Dans cet exemple, Sobol-1 et Sobol-2 obtiennent

des facteurs de 10° et 10%, respectivement.

La fonction fi5 est une sommation de fonctions dont la dimensionalité est m.
Pour celle-ci, la dimension de 'intégrale est ¢ = nm = 100. Nous avons congu cette
fonction pour observer 'efficacité de nos nouveaux ensembles de points quand la
fonction a intégrer est sensible a l'uniformité de projections de faibles dimensions
successives. Quand m = 2, les résultats obtenus par nos ensembles de points sont
assez impressionnants. Quand k£ = 10, les facteurs de réduction de variance sont de
I'ordre de 10'® avec nos nouveaux ensembles de points. Pour les ensembles de points
de Sobol, quand & = 10, les facteurs obtenus sont de 'ordre de 103. Ce résultat est
explicable par le fait que les ensembles de points de Sobol sont reconnus pour avoir
certaines projections en deux dimensions qui ne sont pas tres uniformes et aussi a
cause du fait que nos ensembles de points sont stationnaires dans la dimension et
que la majorité des projections en deux dimensions sont parfaitement équidistribués
jusqu’au w-ieme bit par le corollaire 5.6. Pour m = 5, nos nouveaux ensembles de
points obtiennent encore de tres bons résultats. Ils font, pour la plupart, mieux que

les ensembles de points de Sobol. Malgré que les facteurs de réduction de variance
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sont moins bons que dans le cas ou m = 2, on obtient tout de méme, quand k£ = 18,

des facteurs de 'ordre de 10'2.

Pour m = 20 et m = 50, les fonctions sont tres difficiles a intégrer. Les résultats
démontrent, en général, que nos nouveaux ensembles de points ne réussissent pas a
faire vraiment mieux que par la méthode Monte Carlo, tout comme les ensembles de

points Sobol-1 et Sobol-2.

Dans les tableaux 6.19 a 6.30, on expose les résultats obtenus pour les fonctions
qui sont reliées au probleme de I’évaluation d’'une option asiatique. Pour simuler le
mouvement Brownien, nous avons utilisé deux méthodes : la méthode standard et le
pont Brownien. Le pont Brownien fait en sorte que les coordonnées les plus impor-
tantes dans ’évolution du mouvement Brownien sont les premieres. Habituellement,
cette technique permet d’améliorer le facteur de réduction de variance [7]. Dans les
tableaux, on remarque cette tendance : les facteurs de réduction de variances sont

plus élevés quand le mouvement Brownien est produit par un pont Brownien.

Pour le probleme de 1’évaluation du prix d’une option asiatique, nos nouveaux
ensembles de points obtiennent des facteurs de réduction de variance, quand K = 90,
pouvant aller jusqu’a 10° quand t = 10 et 10*® quand ¢t = 30. On remarque que
nos nouveaux ensembles de points obtiennent des résultats semblables aux ensembles
de points de Sobol pour ce probleme. On remarque également que la réduction de

variance est moindre quand ¢ = 30 comparativement au cas ou t = 10.

Pour les probleme de ’évaluation de delta et de vega, nos nouveaux ensembles
de points performent aussi bien que les ensembles de points de Sobol. Pour vega, les
facteurs de réduction de variance vont de 102 & 107/8. Pour delta, on obtient de

meilleurs facteurs : ils vont de 10 & 103°.
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6.7 Conclusions

Dans la section précédente, nous avons présenté les résultats de certaines expérien-
ces qui montrent empiriquement la bonne qualité des ensembles de points qui sont
donnés dans les tableaux 6.1 a 6.6. Les qualités principales de ces ensembles de points
sont qu’ils ont une dimension infinie, qu’ils sont stationnaires dans la dimension,
que la plupart des projections en deux dimensions sont parfaitement équidistribuées
jusqu’au w-ieme bit et qu’il semble que les projections en une dimension donnent des

ensembles de points qui sont localement antithétiques.

Les expériences nous ont montré que, dans la plupart des fonctions que nous avons
utilisées, nos nouveaux ensembles de points font mieux que les ensembles de points

de Sobol, méme ceux qui sont randomisés avec du mixage linéaire.

Les résultats démontrent aussi I'utilité de criteres basés sur la distance minimale,
puisque les ensembles de points choisis selon ces criteres performent aussi bien que
ceux choisis selon des criteres basés sur la p-équidistribution. A ce moment-ci, les
raisons qui expliquent cela restent a étudier. On pourrait définir des criteres, basés
sur la distance minimale, qui permettent de garantir certaines bornes sur l'erreur
d’intégration de certaines classes de fonctions. Pour des applications en optimisation,
il serait également intéressant d’étudier les liens qui pourraient exister entre la dis-
tance minimale et la dispersion (voir chapitre 6 de [74]) quand 'ensemble de points

est un réseau digital.



Chapitre 7

Générateurs a opérations binaires

Pour la plupart des générateurs courants, on utilise une récurrence simple sur
un corps fini a partir de laquelle est construit un générateur de nombres aléatoires.
Souvent, la récurrence choisie n’est pas bien adaptée a une implantation sur ordina-
teur. Pour certains types de générateurs, il faut utiliser des astuces afin de réussir
a obtenir une implantation efficace du point de vue de la rapidité. Par exemple, au
chapitre 5, deux techniques d’implantations ont été présentées pour les générateurs
basés sur une récurrence linéaire dans Fow. Pour d’autres types de générateurs, on
doit se restreindre dans le choix des parametres pour que l'implantation soit rapide.
Par exemple, pour les générateurs a récurrences multiples (ou « multiple recursive
generator »), on doit faire des choix sur certains coefficients pour que I'implantation
soit rapide [50]. Ceci fait en sorte qu'on s’impose des restrictions quant au choix des
parametres qui sont multiples. On doit choisir les parametres de maniere a ce que

— le générateur ait la période voulue,

— I'implantation soit efficace du point de vue de la mémoire et de la vitesse, et

— l'uniformité des points produits soit excellente.

Il semble que répondre a ces trois criteres soit un but difficile a atteindre si on se limite

a une récurrence donnée dans un corps fini. Par exemple, pour les générateurs intro-
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duits au chapitre 5, on construit des générateurs basés sur des récurrences linéaires
sur Fow. Pour ceux-ci, I'implantation n’est pas aussi efficace du point de vue de la
mémoire qu'un TGFSR ou du Mersenne Twister. Par contre, I’équidistribution est

meilleure, a longueur de période similaire.

Dans ce chapitre, 'approche est d’utiliser une récurrence assez générale, qui tient
compte de la maniere dont I'ordinateur manipule 'information, afin de définir une
nouvelle famille de générateurs. De cette maniere, on s’assure de bien faire au niveau
de l'efficacité. Cette récurrence générale combine, d’une certaine maniere, 'implanta-
tion d'un GCL polynomial et d’'un LFSR. Au lieu de n’observer qu’un seul bloc de 32
bits et d’en modifier plusieurs ou d’observer plusieurs blocs et d’en modifier qu’un,

on propose une récurrence dans laquelle on observe six blocs pour en modifier deux.

Ce nouveau type de générateur utilise une récurrence linéaire sur F¥, I'espace
des vecteurs en k£ dimensions d’éléments dans F,. La récurrence est basée sur des
opérations linéaires sur F¥ qui peuvent s’effectuer rapidement sur un ordinateur. Un
exemple d'une opération permise est I'addition de vecteurs dans Fqr. Celle-ci est
implantée efficacement par un ou-exclusif bit a bit et est habituellement effectuée
par blocs de 32 bits. Nous nommons ce nouveau type de générateur WELLRNG
pour “Well Equidistributed Long-Period Linear Random Number Generator”. Le
nom décrit bien ces générateurs puisque les ensembles de points produits par ces
générateurs sont bien équidistribués, ils ont une longue période (méme extrémement
longue dans certains cas) et ils utilisent une récurrence linéaire. Cet acronyme nous

permettra d’identifier ce type de générateur sans ambiguité.

Les qualités principales de ces nouveaux générateurs, en plus de leur rapidité et
de leur longue période, sont le nombre élevé de coefficients non nuls dans le polynome
caractéristique de la matrice de transition et la tres bonne équidistribution qui peut
étre obtenue. Le grand nombre de coefficients est une indication du niveau élevé de

« brassage » de la matrice de transition. Le polynome caractéristique indiquant la
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relation linéaire liant chacun des x,,, plus il y a de coefficients non nuls, plus la relation
linéaire est compliquée et plus le nouvel état est « différent » par rapport aux états

précédents.

La récurrence sur laquelle se base ce nouveau type de générateur entre dans le cadre
des équations (1.1)-(1.4). La matrice X est composée de sous-matrices de dimension
32 x 32. Ce choix de dimension pour ces matrices est fondé sur le fait que la plupart
des ordinateurs courants traitent efficacement les opérations sur des vecteurs de 32

bits.

Nous donnons des parametres de générateurs qui ont des périodes qui vont jusqu’a
244497 _ 1 ot qui ont une excellente uniformité. Le développement de ces générateurs
n’aurait jamais été possible sans 'implantation, dans REGPOLY, des algorithmes
décrits aux sections 2.5 et 2.6 qui permettent de déterminer la primitivité du polynome
caractéristique de la matrice de transition X, méme quand la dimension de X est
énorme. De plus, sans une implantation efficace, dans REGPOLY, de I’algorithme
de réduction d’'une base d’un réseau polynomial, il aurait été tres difficile d’analyser
I’équidistribution de ces nouveaux générateurs. Beaucoup d’heures de programmation

ont été investies afin d’optimiser les implantations et d’obtenir les générateurs que

I’on introduit dans ce chapitre.

Dans ce qui suit, on définit la matrice de transition X utilisée par les nou-
veaux générateurs. Egalement, on introduit un algorithme de recherche qui permet
de trouver des générateurs de pleine période. Grace a cet algorithme, on trouve des
générateurs qui ont une période maximale, qui possedent une implantation efficace

et une excellente équidistribution. De plus, on donne une implantation en langage C

21024

d’un générateur qui a une période de — 1 et une autre d’'un autre générateur

244497

de période — 1. Finalement, les résultats a des tests statistiques et des tests de

vitesse d’exécution sont présentés pour quelques générateurs.
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7.1 Description des générateurs

L’état d’'un WELLRNG est un vecteur de rw bits

A%

T T )T
n,07 9 Ynr—1

x, = (v
oun >0,v,; € Fy, 0 <1¢ <retrestun entier positif. Les vecteurs v,,; sont vus

comme des vecteurs colonnes. La récurrence de ce générateur est
X, = XX;1

ou la multiplication par la matrice X est effectuée par 'algorithme 7.1. L’idée de
I’algorithme est d’obtenir une matrice de transition X relativement compliquée avec
un petit nombres d’opérations. Pour ce faire, I'algorithme utilise 6 blocs de w bits
de I'état x,, et les combine pour obtenir les vecteurs de bits zg, z; et z,. Ensuite, on
recombine ces vecteurs pour obtenir les vecteurs zs et z4. Ces deux derniers vecteurs
sont utilisés pour mettre a jour I’état du générateur. Grace a cette stratégie, on espere
que la matrice X « mélange » assez bien les bits d’une itération a ’autre pour obtenir

de bons générateurs.

Dans l'algorithme 7.1, les matrices T; sont des matrices w X w et la matrice .S, de

dimension w X 2w, est définie par

0 0
SZ(UP Lw_p>a Up: aLw—p: s
0 I, 0 0

ou p est un entier positif, U, et L,,_, sont des matrices de dimension w x w et I, est
une matrice identité de dimension p x p. Les valeurs m; sont sont des entiers positifs

telsque 1 <m; <r—2,1<47<3.

Algorithme 7.1. Une itération d'un générateur WELLRNG.



Zy —

VAl —

Zo —

Z3 —

Zy —

Vn+1,r71 —

pour j=7r—2,...
Vntlj

Vin+1,1 —

Vn+1,0 —
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S(V;]z-,r—27 VZ,T—1)T

TOVn,O S Tlvn,ml

TQVn,m2 @ TSVn,mg

Z) D Zo

T4Z0 @ T5Z1 @ T@ZQ @ T7Z3
Vn,r72 & mp

2

Vin,j—1

Z3

Zy

On peut déduire la matrice de transition X en examinant 'algorithme 7.1. Le

vecteur v,,41 est obtenu par

Vni1,0 = Tuzo @ T5z1 @ Tezo @ T7zs3

- T4S<VZ7T,2, V;Iq-’rfl)-r D T5 (TOVn,O S Tlvn,ml) S Tﬁ (T2Vn,m2 S T3Vn,m3)

EBT? (TOVn,O D Tlvn,ml S TZVn,mg S TSVn,mg)

= T4Upvn,r—2 % T4Lw—pvn7r—1 > (TE)TO % T7TO)Vn,O % (TE)TI > T7T1)Vn,m1

D(T6To B T712) Vi my & (T6Ts & T715) Vi m,

et le vecteur v,,41,1 est obtenu par

Vin+i,1

= TOVn,O b Tlvn,ml ¥ T2Vn,m2 b TSVn,mg-

Les vecteurs v, 41 ; pour j = 2,...,7 — 1 sont obtenus par v, 11 ; = v, j_1. Grace a
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ces équations, on en déduit la matrice de transition X, de dimension rw X rw, qui est

Tszo 0 0 0 Ts71 O 0 Tera O 0 Ters O 0 TuU, TiLuy_,
To 0 0 0 T, 0 0 T, 0 0 T3 O 0 0 0
0 I 0 0 0 0 0O 0 0 ..0 0 0 0 0 0
0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
O 00 ..0 O O0O..0 0 O0O..0 0 O0..1 0 0
o 00 ..0 O O0O..0 0O O0O..0 0 O0..0 I 0

ou T; ;. = T;T}, ® TjT). Les matrices Ty, Ty et T3 se trouvent dans les m;-ieme, mo-
ieme et mg-ieme colonnes de blocs de matrices. On remarque que cette matrice n’est
pas de plein rang rw si p > 0 car les p dernieres colonnes de X sont nulles. Par contre,
nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice X soit
de rang rw — p. Soit X@, la i-ieme ligne de la matrice X. En additionnant & X le

vecteur
T5 7 X @ (Togo+ Tsn2) X" @ (To g+ Tr ) X ™ @ T,U,X T2

et en placant le vecteur XV & la derniere ligne (en décalant toutes les autres lignes

d’une position vers le haut) on obtient la matrice

% 0 0 ... 073 0 ... 0 I O ... 0 I3 0O ... 0 O 0
o 70 ...00O0...00O0..00°©O0...0°0 0
0 0 I 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 0
coo0o0...00O0...00O0...00°©O0...710O0 0
o o0 ..00O0..00O0..00°©O0...01 0
o 00 ...00O0O...00O0...000...00 TyLyy

Cette transformation conserve le rang de la matrice X et nous permet de déduire une

condition nécessaire et suffisante pour que celle-ci soit de rang wr — p.

Proposition 7.1. X est de plein rang si et seulement si Ty est de plein rang w et

les w — p premieres lignes de Ty sont linéairement indépendantes.
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Pour choisir nos matrices Tj et T}, au lieu d’utiliser cette proposition, nous allons

plutot utiliser le corollaire suivant qui donne une condition suffisante plus pratique.

Corollaire 7.1. Si les matrices Ty et Ty sont de plein rang, alors la matrice de

transition X d’un WELLRNG est de rang wr — p.

Le fait que le rang de la matrice soit wr — p peut sembler un désavantage, puis-
qu’on ne pourra pas jamais atteindre la période de 2¥" — 1. Bien que cela soit vrai,
I’avantage qu’on y gagne est dans la détermination de la période du générateur. Pour
montrer qu'un générateur est de période 2¥ — 1, il faut montrer que le polynome
caractéristique de X est de degré k et qu’il est primitif. Dans le test de primitivité
présenté a 'algorithme 2.2, il faut connaitre la factorisation de 2 — 1. Quand k est
grand, factoriser 2¥ — 1 est un probleme tres difficile. Bien qu’il existe des tables
de ces factorisations (comme celles du projet Cunningham dont il est question a la
section 2.6), celles-ci ne sont pas completes et pour k > 500, il y a beaucoup de factori-
sations manquantes. Par contre, si 2¥ —1 est un nombre premier de Mersenne, alors la
factorisation est connue et cela simplifie énormément ’algorithme 2.2 puisqu’il suffit
de vérifier si z2° = z mod P (2). De plus, si 2¥ —1 est un nombre premier de Mersenne,
alors un polynome de degré k est primitif si et seulement s’il est irréductible. Tester
Pirréductibilité d’un polynome est moins long & vérifier que d’effectuer 22° mod P(z)
quand k est grand. Si le polynome caractéristique de la matrice X est de degré rw,
alors il est impossible que 2™ — 1 soit un nombre premier de Mersenne. En effet, il

est facile de vérifier que

2rw o 1 — (27‘ o 1)(21”(11}71) 4 27“(11)72) I 27” 4 1)

Le Mersenne twister [69] a été con¢u pour obtenir des générateurs de tres longue
période. En ayant une matrice de transition dont le degré du polynome caractéristique
est un exposant de Mersenne, les auteurs ont été capables de trouver des générateurs
possédant de tres longues périodes. Par contre, dans [69], pour déterminer la primi-

tivité du polynome caractéristique du Mersenne twister, les auteurs n’ont pas fait
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appel & un test d’irréductibilité, ni au calcul direct de z2° mod P(z), mais & une tech-
nique appelée décimation inverse. Pour un entier 5, 0 < j < k, s’il est possible de
déterminer x, a partir de (x[()j ), mgj ) :c,(jzl) en O(k) opérations, alors la décimation
inverse devient avantageuse par rapport aux méthodes plus classiques. Dans le cas des
WELLRNG, cette technique ne semble pas étre applicable, étant donné la complexité
de la matrice X. La récurrence simple du Mersenne twister permet de déterminer x,

a partir de (z5,. .., 2% ) en O(k) opérations.

Les auteurs de [69] semblaient pessimistes sur les chances de trouver des généra-

teurs de périodes tres longues sans la méthode de la décimation inverse (section 4.1) :

In our case, k is very large (> 10000), and according to our experiment,
the direct computation may need several years to catch a primitive poly-

nomial.

Les auteurs, lorsqu’ils font référence a « direct computation », ils signifient la vérification
directe de 22 = 2z mod P(z). Par contre, dans cette affirmation, on ne sait pas s'ils
font référence au polynome caractéristique d’'un Mersenne twister ou de n’importe
quel autre générateur qui entre dans le cadre des équations (1.1)-(1.4). Malgré tout,
nous avons pu trouver des générateurs, sans la décimation inverse, mais plutot grace
aux algorithmes, qu’on pourrait qualifier de « plus classiques », mais améliorés, qui

sont présentés aux sections 2.5 et 2.6.

Il ne reste plus qu’a déterminer la sortie pour les WELLRNG. On considere la
possibilité de prendre y, = v, ; pour une valeur de j donnée telle que j < r. On
peut tout de suite éliminer la possibilité j = r — 1, puisqu’on désire avoir une sortie
qui a w bits de résolution. On remarque que, a chaque itération, seuls les vecteurs
Vp0 et v, 1 sont mis a jour avec de « nouvelles valeurs ». Les autres vecteurs, v, ,
pour j = 2,...,r—2, sont des copies de v,_; j_;. Ainsi, étant donné une initialisation
Xo, la séquence {v,,1},>0 est la méme que {v,1;_1;}n>0, pour j =2,...,7 — 2. Ceci

implique que choisir y, = v, ; ou j > 1 est équivalent a choisir y, = v, ;. On peut
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montrer que choisir y,, = v, n’est pas équivalent a choisir y, = v, de maniere
expérimentale. En effet, les deux sorties, pour une méme matrice X, ne donnent
pas les mémes propriétés d’équidistribution. Par conséquent, les seules valeurs de j
intéressantes pour construire la sortie sont 7 = 0 et j = 1. Cette valeur de j est un

des parametres qui définit un WELLRNG.

7.2 Sous-matrices de X

Les matrices Ty, ..., T7 n'ont pas été définies jusqu’a présent. On a seulement af-
firmé qu’une condition suffisante pour que X soit de rang wr — p est que les matrices
Ty et T, doivent étre de plein rang w. Dans cette section, on définit des transforma-
tions linéaires simples qui peuvent étre représentées par une matrice. Pour définir un
WELLRNG, on assigne a chacune des matrices Ty, ..., T7 une de ces transformations

linéaires. Les matrices admises sont décrites au tableau 7.1.

Les matrices My(t), M et M4(t,b) sont de rang w, a condition que le parametre ¢
ne soit pas nul. Les matrices M7 et M3(t) ot t # 0 ne sont jamais de plein rang. Pour
M;(t), sit =0, alors M3(t) est My, la matrice identité. Dans ce cas, M3(t) est de plein
rang. Egalement, pour que Ms(a) soit de plein rang, il faut que a®) = 1. La matrice
Ms(r, s,t,a) provient d’'un type de tempering que I'on peut appliquer efficacement a

un GCL polynémial. Voir [45] pour plus de détails sur cette matrice.

Le but de ces matrices est d’effectuer une transformation linéaire a un vecteur de w
bits x rapidement sur un ordinateur. On remarque que, pour chacune des matrices, la
transformation linéaire ne comporte pas le méme nombre d’opérations. Par exemple,
on pourrait s’attendre a ce que multiplier x par M est plus rapide que le multiplier par
Ms5(5,5,5,a). La multiplication par M; ne comporte qu'une seule affectation tandis
que la multiplication par M;(5,5,5, a) nécessite une affectation, une comparaison, 2

ou-exclusifs bit a bit, un masque de bits et 2 décalages de bits. En comptant le nombre
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Matrice M; Transformation linéaire y = M;x
My(t) x®(x>t) sit>0
y —_=
—w<t<w X @ (x < —t) sinon
M, y =X
My (a) x> 1oa siz V=1
y =
aecly (x>1) sinon
Ms(t) (x>t) sit>0
y =
—w<t<w (x < —t) sinon
M4(t7 b)
x® (x<t)&b) sit>0
—w<t<w y=
x® ((x > —t)&b) sinon
b eFy
(x<r) @ x> (w—r)d,) ®a siz® =1
Ms(r, s, t, a) =
(x<r)& x> (w—r)))kd,)
0<rst<w
Remarque : d, € F¥ est composé de uns sauf au bit d*®) = 0.
My y=0
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d’opérations nécessaires pour effectuer la multiplication par chacune des matrices,
on arrive a un systeme de pointage ou est attribué un certain nombre de points a
chacune des matrices. Le systeme utilisé est tres simple : on donne 1 point pour
chaque assignation, 1 point pour chaque ou-exclusif, 1 point pour un masque et 1
point pour chaque décalage. On donne 2 points pour une comparaison puisqu’elle
est habituellement cotiteuse en temps d’exécution. Le tableau 7.2 donne les points
obtenus pour chacune des matrices. On note par ¢(7'), le pointage de la matrice T.
On n’attribue aucun point a M; puisque le résultat de la multiplication est toujours
zéro et que celui-ci est toujours additionné a un autre vecteur x. Additionner zéro a
x ne change pas x, donc omettre la multiplication par M; revient au méme, d’ou le
pointage de zéro a M. Soit X, la matrice définie par les sous-matrices Tp, ..., T7. On

définit une fonction de colit associée a la matrice X. Celle-ci est

En choisissant des matrices Ty, ...,T7 qui ont de faibles pointages, on espere que
I'implantation résultante sera rapide. Considérons deux matrices de transition X;
et X5. On émet 'hypothese que l'implantation du générateur basé sur la matrice
de transition X; est plus rapide que celle de celui basé sur X5 si et seulement si
C(X1) < C(X,). Evidemment, cette approche est un peu naive et il s’agit d’une
heuristique. Le systeme de pointage n’est pas parfait. Le compilateur peut optimiser
dans certaines situations et dans d’autres pas, pour plusieurs raisons. La vitesse de
I'implantation dépend aussi d’autres facteurs tels la machine utilisée, le langage de

programmation, 1’habilité du programmeur et aussi le compilateur utilisé.

Tableau 7.2 — Pointage attribué a chaque matrice.

Matrice Mo(t) M1 Mg(a) Mg(t) M4(t,b) M5(r,s,t,a) M7
M) 3 1 5 2 4 8 0
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Dans la prochaine section, on présente l'algorithme qui permet de choisir les
sous-matrices T; parmi les matrices présentées dans cette section afin d’obtenir un
générateur qui est de période 2¥"~P — 1, la période maximale pour ce type de généra-

teur.

7.3 Algorithme de recherche de bons générateurs

Nous présentons maintenant 1’algorithme de recherche de bons générateurs. En
premier lieu, ’algorithme tente d’assigner aux matrices Ty, . . ., 77 une de celles présen-
tées a la section 7.2. En choisissant judicieusement les matrices Ty, ..., T%, on s’assure
que la matrice X résultante soit de rang wr —p. L’algorithme 7.2 effectue la recherche

de générateurs qui ont la période maximale et qui sont tels que C(X) < Cpap-

Algorithme 7.2. Recherche d’un générateur de période 2P — 1 tel que C'(X) <
Crnaz
1. Répéter
Pour i € {0,4}
Assigner a T; une des matrices suivantes :
My(t), My, My(a), My(t,b).
Choisir les parametres de T; pour qu’elle soit de plein rang.
Pour i € {1,2,3,5,6,7}
Assigner a T; une des matrices du tableau 7.1
Choisir les parametres de T;
Si C(X) = Y21_y ¢(T3) < Caa, alors
Déterminer si le le polynéme caractéristique P(z) de X
est primitif (voir section 2.5).

Jusqu’a ce que P(z) soit primitif.



261

2. La matrice X définit un générateur de période 2*" P — 1.

Une fois que I'algorithme 7.2 a trouvé un générateur de période 2¥" P — 1, il ne

reste qu’a vérifier son équidistribution.

7.4 Recherche de bons parametres

Nous avons cherché des générateurs WELLRNG dont les périodes sont 252 — 1,
9521 _ 1 9607 _ 1 91024 _q 919937 _ 1 921701 _ | 923209 _ ] ot 24497 _ | Pour chacun
de ces générateurs, nous avons cherché des générateurs avec des petites valeurs de
C(T), afin que I'implantation soit la plus rapide possible. Aux tableaux 7.3, 7.6, 7.4
et 7.7, on donne les parametres des générateurs qui ont montré la meilleure valeur
de V = Zgil Ay. Dans les tableaux 7.3 et 7.6, en plus des parametres, on donne le
cout C'(X) associé a chacun des générateurs. Pour tous ces générateurs, on utilise la

sortie y, = V,0. Il s’est avéré que les générateurs qui utilisent la sortie y, = v,

n’obtiennent pas une aussi bonne équidistribution.

Pour la présentation des résultats, nous avons divisé celle-ci en deux sous-sections.
La premiere concerne des générateurs qui ont des périodes inférieures ou égales a
21024 _ 1. Pour une utilisation dans une application de simulation, ces générateurs
sont ceux qui sont les plus pratiques étant donné que 1’état est tres grand, mais pas
au point de devenir un handicap pour la facilité d’'utilisation. La deuxieme sous-section
présente des générateurs qui ont une période extrémement longue et un vecteur d’état
énorme. Nous les présentons puisqu’ils s’agit de générateurs qui ont une période plus

longue et une meilleure équidistribution que le Mersenne twister et démontrent a quel

point la bibliotheque REGPOLY est efficace.

En effet, non seulement REGPOLY peut déterminer efficacement si le polynome

caractéristique d’un énorme générateur est primitif rapidement (en quelques minutes),
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mais peut également calculer le plus court vecteur dans un réseau polynomial rapide-
ment (méme si le degré des polynomes de la base est énorme) pour ensuite déterminer
I’équidistribution. Comme il a été dit précédemment, I'efficacité de I'implantation des
algorithmes qui permettent de déterminer la primitivité d’un polynome de tres grand
degré ainsi que ceux qui calculent le plus court vecteur d’un réseau polynomial a été
une des grandes préoccupation de notre recherche. La présentation de générateurs de
tres grande période et qui ont une tres bonne équidistribution confirme efficacité

réelle de REGPOLY.

7.4.1 Générateurs de longue période

Nous présentons, dans cette sous-section, des ensembles de parametres pour des
WELLRNG de période 252 — 1, 2521 — 1, 2607 _ 1 92800 _ 1 ot 21924 _ 1 Te choix des
périodes 2521 — 1 et 2997 — 1 est justifié par le fait que ce sont deux nombres premiers
de Mersenne, ce qui permet de simplifier le calcul de la primitivité des générateurs.

2800 _ 1 est intéressant puisqu’il nous permettra de comparer

Le choix de la période
les WELLRNG avec le TT800 et certains générateurs obtenus au chapitre 5 du point
de vue de I'équidistribution et de la vitesse d’exécution. Les périodes 2512 — 1 et
21024 _ 1 sont pratiques du point de vue de I'implantation, comme nous le verrons &

la section 7.5.

Aux tableaux 7.3 et 7.4, on donne les parameétres de générateurs WELLRNG avec
des périodes de 2712 — 1, 2521 — 1, 2607 1 92800 _ 7 et 21024 _ 1 1] est & remarquer
que les générateurs avec k = 512, k = 521, k = 607 et £ = 1024, sont tous ME,
c’est-a-dire que I’équidistribution est parfaite et que A, = 0 pour £ =1,...,32. Pour
les générateurs de période 28%° — 1, I’équidistribution est telle que V = Z?il = 3.
Le tableau 7.5 donne I’équidistribution plus en détails des générateurs trouvés et la
compare avec le TT800 [67] et le LFSR dans Faw trouvé au chapitre 5 qui a démontré la

meilleure équidistribution (V' = 36), soit le seizieme générateur du tableau 5.10. Dans
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Identification T T T T C(X)
my Mg M3 Ty Ts T T: hw(P(z))
k=512, w=32,r=16,p=0

WELLRNG512a  Mo(—16) My(—15) Mo(1l) My 21
13 9 5 Mo(=2)  My(—18) My(—28) My(—5,a5) 225
k=521, w=32,r=17,p =23

WELLRNG521a  My(—13) My(—15) M, My(—21) 17
13 11 10 Mo(=13) My(1) M Mo(11) 265
WELLRNGH21b  Mo(—21) Mo(6) My Mo(—13) 19
11 10 7 Mo(13)  Ms(—10) Ma(=5)  My(13) 245
k=607, w=32,r=19,p=1

WELLRNG607a My(19)  Mo(11)  Mo(—14) M, 17
16 15 14 Moy(18) M, M, My(=5) 295
WELLRNG607Tb ~ My(—18) My(—14) M, Moy(18) 18
16 8 13 Mo(=24) Mo(5)  Mo(—1) M 313
k=800, w=32,1r=25p=0

WELLRNGS800a M, Mo(—15) Mo(10)  My(—11) 19
14 18 17 Mo(16)  My(20) M, Mo(~28) 303
WELLRNGS00b  Mo(—29) Ms(—14) M, M;(19) 20
9 4 22 M, Mo(10)  My(ay)  My(—25) 409
k—1024, w =32, r =32, p—0

WELLRNG1024a M, Mo(8)  My(—19) My(—14) 19
324 10 Mo(—11) My(=7)  My(—13) M; 407
WELLRNG1024b  Mo(—21) Mo(17)  Ma(ag)  Mo(15) 21
22 25 26 Mo(—14) My(—21) M, M; 475
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Tableau 7.4 — Valeurs des vecteurs a; de la table 7.3.

a; 6bdeef3a
a, d3e43ffd
asg dad42d24
a; 8bdch9le

ce tableau, on donne aussi hw(P(z)), le nombre de coefficients non nuls du polynéme

caractéristique P(z) de la matrice de transition X, pour chacun des générateurs.

Le nombre de coefficients non nuls est important pour éviter d’avoir des corréla-
tions entre certaines valeurs produites par le générateur. Par exemple, si le polynome
caractéristique de la matrice de transition est un trinome, ceci signifie que chaque
sortie y, peut étre déduite en additionnant, dans F%, deux sorties y, i, et y, i,
telles que 71,72 < k. Ainsi, si on considere les triplets (wy,, un_i,, Un—s,), il y aura
une forte dépendance entre les éléments de ce triplet [68, 67, 10]. Pour éviter ces
dépendances, on préfere des générateurs dont la matrice de transition est telle que le
polynéme caractéristique contient un nombre de coefficients non nuls pres de k/2, ce

qui est le cas pour les générateurs dont on donne les parametres au tableau 7.3.

Pour donner une idée de la difficulté d’obtenir des WELLRNG qui sont ME, nous
avons effectué une recherche de parametres avec l'algorithme 7.2 avec C),0. < 25.
Nous avons utilisé I'algorithme a répétition pour obtenir 10000 générateurs de pleine
période. Pour les générateurs avec k = 521, parmi les 10000 générateurs trouvés, il
y en avait 20 qui étaient ME, soit 0.2% des générateurs. Pour ceux avec k = 607,
parmi les 10000 générateurs, 195 étaient ME, soit pres de 2% des générateurs. Pour les

2800 _ 1 nous n’en avons trouvé aucun qui était ME parmi les

générateurs de période
10000 générateurs vérifiés. Ces pourcentages sont tres révélateurs et montrent a quel

point la famille des générateurs WELLRNG peut produire de tres bons générateurs



Tableau 7.5 — Equidistribution des générateurs trouvés (k = 800).

Générateur Ay Ay Ay Ay Ay Ag A Ag
Ag Ay Ay A Az Ay Ay Agg

V=220 A A Ay Ay Ay Ay Ay Ay
Ags Ags Aoy Agg Agg Azp Az Agy

WELLRNGS800a

V=3 1

hw(P(z)) =303 |1 1

WELLRNG800b 1

V=3 1

hw(P(z)) =409 |1

TT800 16 10 8 14
13 5 22 16 11 7 3

V =261 22 19 17 15 13 11 9 8

hw(P(z)) =93 |7 5 4 3 2 1

LFSR

V =36 2 4 8

hw(P(z)) =375 | 7 5 4 3 2 1

265
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du point de vue de I’équidistribution. Si on compare avec les générateurs introduits
au chapitre 5, aucun des meilleurs générateurs trouvés n’était ME pour des périodes

supérieures a 2% — 1.

7.4.2 Générateurs de période extrémement longue

Aux tableaux 7.8-7.11, on donne, pour chacun des générateurs du tableau 7.6, la
valeur du critere V = Z?il Ay, ainsi que la valeur de chacun des écarts en dimen-
sion obtenus A, pour ¢ = 1,...,32. Egalement, on donne hw(P(z)), le nombre de
coefficients non nuls du polynoéme caractéristique de la matrice X, pour chacun des

générateurs. Pour fins de comparaison, on donne aussi les résultats du MT19937.

En comparant les résultats obtenus par les WELLRNG19937a, WELLRNG19937h
et WELLRNG19937¢ avec ceux obtenus par le MT19937, on remarque que I’équidistri-
bution est bien meilleure pour les WELLRNG que pour le Mersenne twister. Pour
les générateurs WELLRNG19937a et WELLRNG19937b, on a A, < 1 pour toutes
les résolutions. Pour le Mersenne twister, on n’a qu’a considérer ¢ = 3 bits de
résolution pour observer un grand écart A,. A part les résolutions ¢ = 1,2, 4,8, 16, 32,
le MT19937 est tel que A, > 20. Aussi, le nombre de coefficients non nuls du po-
lynome caractéristique de la matrice de transition est a 'avantage des WELLRNG.
Le polynome caractéristique de la matrice de transition du MT19937 n’a que 135 co-
efficients non nuls, alors que ceux des générateurs WELLRNG ont tous plus de 8000

coeflicients non nuls.

On remarque que pour tous les générateurs proposés, on a toujours A, < 1 pour
¢ =1,...,23, a part pour deux : WELLRNG21701b et WELLRNG21701c. Pour le
WELLRNG21701b, on a seulement Ay = 2 qui 'empéche de faire partie de ce groupe
sélect de générateurs et pour le WELLRNG21701c, seulement A9 = 5 lui fait défaut.

La signification de ces tableaux est que tous ces générateurs produisent des en-
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sembles de points V(X I, L) extrémement uniformes. Par exemple, si on considere
I’ensemble de points en 1390 dimensions produit par le WELLRNG44497 et on di-
vise chaque axe en 232 divisions, on trouve exactement 2'7 points dans chacune des

divisions, car tzy = th, = 1390 et 2k /2! = 244497 /91390x32 _ 917,

Il se pourrait que ’on désire obtenir des générateurs qui ont une période extréme-
ment longue et qui sont ME, c’est-a-dire qu’on aimerait qu’ils soient tels que A, = 0.
C’est un but réalisable pour les WELLRNG. A Paide de REGPOLY, en faisant une re-
cherche sur un bon tempering de Matsumoto-Kurita a la sortie du WELLRNG44497a,

nous en avons obtenu un qui donne un générateur ME. Le tempering utilisé est

Znp, = Vno

Zn = Zp D ((Zn<< 7)&b)

Yo = Zn® ((z, < 15) & ¢)

ou b = 93dd1400 et ¢ = £a118000. Ce générateur, avec ce tempering, constitue un
record : il est celui dont I'équidistribution est parfaite pour tous les bits de la sortie
et qui a la période la plus longue. Au cours de ma maitrise, nous avions trouvé un
TGFSR combiné dont la période était de I'ordre de 2'2%Y et qui était parfaitement

équidistribué pour tous les bits de la sortie (29 bits) ; ceci était le record précédent.

Etant donné les opérations supplémentaires nécessaires pour implanter ce WELL-
RNG auquel on applique un tempering, nous ne poursuivons pas cette recherche de

générateurs ME « tempérés », les gains en uniformité étant négligeables.
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Identification To T T Ty C(X)
mp; Mg Mms T, Ts T T hw(P(z))
k=19937, w =32, r =624, p =31

WELLRNG19937a  My(—25) My(27) M5(9) My(1) 21

700 179 449 M, Mo(=9)  My(—21) Mo(21) 8585
WELLRNG19937b  My(7) M, Moy (12) My(—10) 21
203 613 123 My(=19) My(—11)  My(4) My(—10) 9679
WELLRNG19937¢ M, Mo (10) Ms(ay) My(—6) 23
520 127 300 My(—20) My(—3,ay) M, My(—16) 8161
k= 21701, w =32, r =679, p = 27

WELLRNG21701a M, My(—26) My(19) M 24
151 327 84 Moy (27) My(—11) M5(15,10,27,a3) My(—16) 7609
WELLRNG21701b  My(8) My(—15) M, Moy(17) 21
498 316 651 My (25) My(—23) My(—15) My (23) 9051
WELLRNG21701c  Mo(13)  M;(6) Mo(13) Mo(=2) 22
272 473 131 M, Moy(16) My (—22,ay) My(—12) 8711
k= 23209, w = 32, r = 726, p = 23

WELLRNG23209a M, (28) M, Moy (18) My (3) 22
667 43 462 My(21)  My(—17)  My(—28) Mo(—1) 10871
WELLRNG23209b M,(as) M, M;(15,30,15,a5) My(—24) 24
610 175 662 My(—26) M, M, Moy (16) 10651
WELLRNG23209¢ M, My(2) M, Moy(9) 19
207 482 424 My(—18) My(—13) My(15) My(—30) 8643
k = 44497, w = 32, r = 1391, p = 15

WELLRNG44497a  My(—24) My(30) Mo(—10) M;(—26) 24

23 481 229 M, My (20) M5(9,14,5,a7) M, 16883
WELLRNG44497b  Mo(—20) Mo(5) Mo(2) Mo(—25) 20
806 1191 1287  My(—13) My My(—4) M3(25) 17917
WELLRNG44497¢ M, M;5(—26) M,(3, ag) M 22
916 768 671 My(—15) My (27) M5(7,11,4, ag) M, 8261




Tableau 7.7 — Valeur des vecteurs a; de la table 7.6.

ap
a
as
ay
as
g
as
ag

dg

9815b976
6ba3cd00
86a9d87e
2cadal9e
a8c296d1
5d6b45cc
b729fcec
7d2456af
7£c7906a
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Tableau 7.8 — Equidistribution des générateurs trouvés (k = 19937).

Générateur A Ay A Ay A5 Ay A Ag
Ag A Apn A A Ay A A
V=32 A Ay Aig Ay Ay Agp Agy Agy Agy
Ags Ags Aoy Agg Agg Azg Az Apy
WELLRNG19937a 1 1
1
V=41
hw(P(2)) =8585 1
WELLRNG19937b 1
1 1 1
V=5
hw(P(2)) =9679 1
WELLRNG19937c¢ 1
V =126
hw(P(z)) =8161 64 41 20
MT19937 405 249 207 355
346 124 564 415 287 178 83
V =6750 549 484 426 373 326 283 243 207
hw(P(z)) =135 | 174 143 115 89 64 41 20
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Tableau 7.9 - Equidistribution des générateurs trouvés(k = 21701).

Générateur Al AQ Ag A4 A5 AG A7 Ag
AQ A10 A11 A12 A13 A14 A15 A16
V=37 A Arr Aig Ay DNgg Agp Agy Ayy Ay

A25 A26 A27 AQS A29 A30 ASI ABQ

WELLRNG21701a

V=1 1
hw(P(z)) =7609

WELLRNG21701b 2

1 1
V=28 1
hw(P(z)) =9051 2 1 19 1
WELLRNG21701c¢ 11 1

1 1 1
V =51 1 1 5 1

hw(P(z)) =8711 |1 2 3 4 5 22




Tableau 7.10 — Equidistribution des générateurs trouvés(k = 23209).

Générateur Ay Ay As Ay Ay Ag Ay Ag
Ay A A A Ay Ay Ay Agg
V=322 A Arr Aig Aty Doy Agr Agy Npg Ay
Aoy Aog Aoz Do Aoy Aszg Ay Agy
WELLRNG23209a 1
V=3 1 1
hw(P(z)) =10871
WELLRNG23209b 11
1
V=3
hw(P(z)) =10651
WELLRNG23209¢ 1 1
1
V =149
hw(P(z)) =8643 75 48 23
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Tableau 7.11 — Equidistribution des générateurs trouvés(k = 44497).

Générateur Ay Ay Az Ay Ay Ag A7 Ag
Ay A A A Ay Ay Ay Agg
V=322 A Arr Aig Aty Doy Agr Agy Npg Ay
Aoy Aog Aoz Do Aoy Aszg Ay Agy
WELLRNG44497a 11 1 1
1
V=" 1
hw(P(z)) =16883 1
WELLRNG44497b 1 1 1 1
1 1 1
V =548 1
hw(P(z)) =17917 60 198 144 93 45
WELLRNG44497¢ 1 1
1 1
vV =1915 463
hw(P(z)) = 8261 |388 321 258 199 144 93 45
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7.5 Implantation des générateurs

Dans cette section, nous présentons deux implantations de générateurs WELL-
RNG. La premiere est celle du WELLRNG1024a tandis que la deuxieme est celle du
WELLRNG44497a. Les deux implantations sont données en langage C. Les figures 7.1
et 7.2 présentent l'implantation du WELLRNG1024a. Dans celle-ci, on définit un
tableau STATE de r = 32 unsigned ints. A I'initialisation, il contient, dans STATE[7],
le vecteur v ; pour ¢ = 0,...,31. On remarque, dans ’algorithme 7.1 qu’on assigne a
V1,5 lavaleur de v, ;1 pour j = r—1a j = 2. Ce qui pourrait se faire de maniere tres
cotteuse avec une boucle for(; ; ). Au lieu de cela, on introduit la variable entiere
state_i. Par cette variable, on utilise STATE [state_i+¢ mod r] pour désigner v, ;
ou state_i est égal a n mod r. De cette maniere, I'affectation v, j_1 < v,41; se fait

de manieére automatique quand on soustrait a state_i une unité.

Pour faciliter la lecture du code, on utilise plusieurs macros. Les macros R, W, P,
M1, M2 et M3, représentent les valeurs de r, w, p, my, mo et msz. On représente aussi
les vecteurs de bits v, ; par des macros. Par exemple, VO, VM1 et VRm1 représentent
les vecteurs vy, o, Vym, €t v, ,—1. D’autres représentent la valeur des vecteurs v,y ;.

Ceux-ci sont newVO0 et newV1 qui représentent v, 119 €t vy411.

A chaque itération, on soustrait un a la variable state_i modulo r. Dans le cas
du WELLRNG1024a, la valeur de r est une puissance de 2 et 'opération « modulo
r» peut s’effectuer avec un masque de bits. C’est ce qui est fait dans 'implantation
présentée. Ce truc permet de simplifier grandement I'implantation. On remarque que
soustraire une unité modulo r & state_i correspond a ajouter (r — 1) modulo r &

state_i.

Examinons la fonction WELLRNG1024 afin de comprendre comment celle-ci implante

I’algorithme 7.1. La premiere ligne correspond a la multiplication S (V7TW_2, VI,r—l)T-

Puisque p = 0, cette multiplication est triviale et le résultat est v, ,_1, ce a quoi
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correspond la ligne zO = VRm1 ;.

La deuxieéme ligne correspond a v, 0 @ My(8)Vy, m,. Le macro MATOPOS effectue
la multiplication par My(t) quand ¢ est positif. La troisieme ligne exécute zy «—
Mo(—=19) Vs 1my, ®Mo(—14)Vy, 1my- Le macro MATONEG effectue la multiplication par M (t)
quand ¢ est négatif. La quatrieme ligne correspond a v, 111 < 23 < 21 @ zZo. Ainsi,
la variable z3 est sous-entendue et pour y faire référence a la prochaine ligne on
utilise newV1 qui représente v,,11 1. La prochaine ligne effectue v, 119 < Mo(—11)zo®
Mo (—7)z1®My(—13)2z9. La valeur retournée est ((double) STATE[state_i]) * FACT

. , 32 i—1) 65—
qui représente y ;- ’U7(11+1)02 "

La figure 7.3 donne un exemple d’utilisation du générateur. Dans cet exemple,
on produit 100 valeurs aléatoires, on les additionne et affiche la moyenne de ceux-
ci. On remarque que 'état du générateur a été initialisé a 1’aide de la fonction
InitWELLRNG1024 (). Une attention particuliere doit étre apportée a la maniere de
choisir I’état initial, c’est-a-dire les valeurs mises dans le tableau seed, a cause du
grand état du générateur. Des effets non désirables peuvent se produire si le germe
est choisi trop simplement. Par exemple, si I’état initial est constitué de zéros et tres
rarement de uns, alors les états subséquents peuvent étre semblables pour un grand
nombre d’itérations consécutives, donnant des nombres aléatoires de mauvaise qua-
lité. Dans notre exemple, on a initialisé 1’état du générateur avec un autre générateur
(favoriteOtherRNG). Pour plus de détails sur l'initialisation de générateurs qui ont

un état immense, nous vous invitons a aller voir le site internet
http://www.math.sci.hiroshima-u.ac.jp/ m-mat/MT/MT2002/emt19937ar.html

maintenu par Makoto Matsumoto. Nous présentons, a la prochaine section, une petite
expérience qui démontre que le probleme de I'initialisation observé sur le MT19937

et le TT800 est beaucoup moins prononcé pour les WELLRNG.

L’implantation du générateur WELLRNG44497a est présentée aux figures 7.4, 7.5
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et 7.6. Pour ce générateur, la valeur de r n’est pas une puissance de 2 et l'opération
modulo 7 ne peut pas étre effectuée par un masque de bits. L’opération modulo étant
une opération cotiteuse et qui ralentit grandement 'implantation de générateurs, nous
I’éviterons. Ceci a pour conséquence de compliquer 'implantation du générateur par

rapport a celle du WELLRNG1024a, mais permet une implantation rapide.

En plus des macros définis dans 'implantation du WELLRNG1024a, nous définis-
sons les macros VM10ut, VM20ut, VM30ut, VRm10ut, VRm2, VRm20ut et newV0Out qui
sont les mémes macros du méme nom sans la mention Out. Ces macros sont utiles

lorsque 'adresse dans le tableau STATE a laquelle ils réferent n’est pas comprise dans

{0,...,r —1}.

A chaque itération, on doit consulter le contenu de vy, 0, Vs Vime, Vimss Vir—2
et v, ,—1 et modifier le contenu de v,,+10 et v,411 (le contenu de v, 41 ; pour j =
2,...,7— 1 est mis a jour implicitement en décrémentant state_i). Pour une valeur
de state_i donnée, le macro correspondant a chacune de ces valeurs doit porter la
mention Out ou non dépendemment si celui-ci pointe vers une valeur a ’extérieur du
tableau STATE. Ceci constitue un probleme et peut étre résolu en identifiant 6 cas
spécifiques. Ces cas sont résumés dans le tableau 7.5. Par exemple, si state_i est 0,
alors le macro qui désigne v,, ,_; doit eétre VRm10ut puisque VRm1 est STATE[—-1] qui

n’est pas défini.

Pour tenir compte de ces 6 cas, on pourrait utiliser, a chaque itération, une ex-
pression conditionnelle qui vérifie la valeur de state_i, mais ceci se révele inefficace.
Par contre, on peut profiter du fait que 1'on sait toujours quel cas s’applique apres
I'itération courante. Pour ce faire, on définit une fonction qui exécute une itération
du générateur pour chacun des 6 cas. Celles-ci sont les fonctions case_1, .., case 6.
On définit également le pointeur vers une fonction WELLRNG44497a. A I’initialisation,
puisque state_i est zéro, on affecte & WELLRNG44497a la valeur case_1. A la fin de la

fonction case_1, on change WELLRNG44497a pour case_3 puisqu’on sait qu’au début



277

de la prochaine itération, la valeur de state_i sera de r — 1. De méme, a la fin de
chaque fonction case_x, on change la valeur du pointeur WELLRNG44497a pour tenir

compte de la nouvelle valeur de state_i.

Dans le cas du WELLRNG44497a, la multiplication par S n’est pas triviale. A
cette fin, on a définit les macros MASKU et MASKL qui représentent des masques de bits.
Le premier est composé de w — p zéros suivis de p uns et le deuxieme est composé
de w — p uns suivis de p zéros. Ces masques sont utiles pour la multiplication par la
matrice S. Ainsi, la multiplication pas S s’effectue par 'opération z0 = (Vrm1Out &

MASKL) | (Vrm20ut & MASKU) ;.

Tableau 7.12 — Macros a utiliser en fonction de la valeur de state_i (en supposant

my < mg < mg, comme pour le WELLRNG44497a).

state_i Macros a utiliser

= VO, VM1, VM2, VM3, VRm10ut, VRm20ut, newVOOut, newV1

=1 VO, VM1, VM2, VM3, VRm1, VRm20ut, newVO0, newV1

e{r—mq,...,r—1} VO, VM10ut, VM20ut, VM30ut, VRml1, VRm2, newVO, newV1

€ {r—my,...,r —my — 1} | VO, VM1, VM20ut, VM3, VRm1, VRm2, newV0, newV1

€ {r—ms,...,r —mg— 1} | VO, VM1, VM20ut, VM30ut, VRm1, VRm2, newV0, newV1

e{2,....,r—m3—1} VO, VM1, VM2, VM3, VRm1, VRm2, newVO, newV1
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#include "WELLRNG1024.h"
#define W 32

#define R 32

#define P O

#define M1 3

#define M2 24

#define M3 10

#define MATOPOS(t,v) (v~(v>>t))
#define MATONEG(t,v) (v~ (v<<(-t)))
#define Identity(v) (v)

#define VO STATE[state_i ]
#define VM1 STATE[(state_i+M1) & 0x0000001fUL]
#define VM2 STATE[(state_i+M2) & 0x0000001fUL]
#define VM3 STATE[(state_i+M3) & 0x0000001fUL]
#define VRm1 STATE[(state_i+31) & 0x0000001fUL]
#define newVO STATE[(state_i+31) & 0x0000001fUL]
#define newV1 STATE [state_i ]

#define A1_TEMP 0xdb79fb31UL
#define B1_TEMP 0x0fdaa2c1UL
#define B2_TEMP 0x27c5a58dUL
#define C1_TEMP 0x71e993feUL

#define FACT 2.32830643653869628906e-10

static unsigned int state_i = 0;

static unsigned int STATE[R] ;

static unsigned int z0, z1, z2, s1,s2,s3,t1,t2,y1,y2;
static unsigned int j,counter;

void InitWELLRNG1024 (unsigned int *init){
int j;
state_i 0;
counter R-3;
for (j = 0; j < Rj; j++)
STATE[j] = init[j];

double WELLRNG1024 (void){

z0 = VRml1 ;

z1 = Identity(V0) ~ MATOPOS (8, VM1) ;

z2 = MATONEG (-19, VM2) ~ MATONEG(-14,VM3) ;

newVl = z1 Tt z2;

newVO = MATONEG (-11,z0) ~ MATONEG(-7,z1) ~ MATONEG(-13,z2) ;
state_i = (state_i + 31) & 0x0000001fUL ;

return ((double) STATE[state_i]) * FACT;

Figure 7.1 — Fichier WELLRNG1024.c.

void InitWELLRNG1024 (unsigned int *init) ;
double WELLRNG1024 (void) ;

Figure 7.2 — Fichier WELLRNG1024 .h.
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#include
#include
#include

int main

int j;

<stdio.h>
<stdlib.h>
"WELLRNG1024.h"

(void)

unsigned int seed[32] ;
double sum = 0.0 ;

for (j

=0; j < 32; j++)

seed[j] = favoriteOtherRNG () ;

InitWELLRNG1024 ( seed ) ;

for (j

=0; j < 100; j++)

sum += WELLRNG1024 () ;

printf ("moyenne (sur 100 valeurs) = %8.7f\n", sum / 100.0) ;

return O;

Figure 7.3 — Exemple d’utilisation du WELLRNG1024a.
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#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#define W 32
#define R 1391
#define P 15
#define MASKU (OxffffffffUL>>(W-P))
#define MASKL (~ MASKU)
#define M1 23
#define M2 481
#define M3 229
#define MATOPOS(t,v) (v~ (v>>t))
#define MATONEG(t,v) (v~ (v<<(-t)))
#define MAT1(v) v
#define MAT3NEG(t,v) (v<<(-t))
#define MAT5(r,a,ds,dt,v) ((v & dt) ?((((v<<r)~(v>>(W-r)))&ds)~a) :(((v<<r)~(v>>(W-r)))&ds))
#define VO STATE [state_i]
#define VM10Out STATE[state_i+M1-R]
#define VM1 STATE [state_i+M1]
#define VM20ut STATE[state_i+M2-R]
#define VM2 STATE [state_i+M2]
#define VM30ut STATE [state_i+M3-R]
#define VM3 STATE [state_i+M3]
#define VRm1l STATE[state_i-1]
#define VRm10ut STATE[state_i+R-1]
#define VRm2 STATE [state_i-2]
#define VRm20ut STATE[state_i+R-2]
#define newVO STATE[state_i-1]
#define newVOOut STATE[state_i-1+R]
#define newV1 STATE[state_i]
#define FACT 2.32830643653869628906e-10
static int state_i=0;
static unsigned int STATE[R] ;
static unsigned int z0,z1,z2;
static double case_1(void) ;
static double case_2(void) ;
static double case_3(void) ;
static double case_4(void) ;
static double case_5(void) ;
static double case_6(void) ;
double (*WELLRNG44497a) (void) ;

void InitWELLRNG44497a(unsigned int *init){

int j;

state_i=0;

WELLRNG44497a = case_1;

for(j=0;j<R;j++) STATE[jl=init([j];
}

Figure 7.4 — Fichier WELLRNG44497a.c.

void InitWELLRNG44497a(unsigned int *init) ;
extern double (*WELLRNG44497a) (void) ;

Figure 7.5 — Fichier WELLRNG44497 .h.
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double case_1(void){ // state_i == 0

z0 = (VRm1Out & MASKL) | (VRm20ut & MASKU) ;
z1 = MATONEG(-24,V0) ~ MATOPOS(30,VM1) ;
z2 = MATONEG(-10,VM2) ~ MAT3NEG(-26,VM3) ;
newV1 =zl ~z2;
newVOOut = MAT1(z0) ~ MATOP0S(20,z1)
~  MAT5(9,0xb729fcecUL,0xfbffffffUL,0x00020000UL,z2) ~ MAT1(newV1) ;
state_i = R-1;

WELLRNG44497a = case_3;
return ((double)STATE[state_il* 2.3283064370807974e-10 ) ;

}
static double case_2(void){ // state_i ==
z0 = (VRm1 & MASKL) | (VRm20ut & MASKU) ;
z1 = MATONEG (-24,V0) ~ MATOPO0S(30,VM1) ;
z2 = MATONEG(-10,VM2) ~ MAT3NEG(-26,VM3) ;
newV1 =zl ~z2;
newV0 = MAT1(z0) ~ MATOP0S(20,z1)
~ MAT5(9,0xb729fcecUL,0xfbffffffUL,0x00020000UL,z2) ~ MAT1(newV1) ;
state_i =0;

WELLRNG44497a = case_1;
return ((double)STATE[state_i]l* 2.3283064370807974e-10 ) ;

}
static double case_3(void){ // state_i+M1 >= R
z0 = (VRm1 & MASKL) | (VRm2 & MASKU) ;
z1 = MATONEG (-24,V0) ~ MATOPOS(30,VM10ut) ;
z2 = MATONEG(-10,VM20ut) ~ MAT3NEG(-26,VM30ut) ;
newV1 =zl ~z2;
newVo0 = MAT1(z0) ~ MATOP0S(20,z1)
~ MAT5(9,0xb729fcecUL, Oxfbff££££UL, 0x00020000UL,z2) ~ MAT1(newV1) ;
state_i-—;

if (state_i+M1<R)
WELLRNG44497a = case_4;
return ((double)STATE[state_i]l* 2.3283064370807974e-10 ) ;

}
static double case_4(void){ // state_i+M3 >= R
z0 = (VRm1 & MASKL) | (VRm2 & MASKU) ;
z1 = MATONEG (-24,V0) ~ MATOPOS(30,VM1) ;
22 = MATONEG(-10,VM20ut) ~ MAT3NEG(-26,VM30ut) ;
newV1 =zl T z2;
newV0 = MAT1(z0) ~ MATOP0S(20,z1)
~ MAT5(9,0xb729fcecUL,0xfbffffffUL,0x00020000UL,z2) ~ MAT1(newV1) ;
state_i--;

if (state_i+M3 < R)
WELLRNG44497a = case_5;
return ((double)STATE[state_il* 2.3283064370807974e-10 ) ;

}
static double case_5(void){ //state_i+M2 >= R
z0 = (VRm1 & MASKL) | (VRm2 & MASKU) ;
z1 = MATONEG (-24,V0) ~ MATOPOS(30,VM1) ;
z2 = MATONEG(-10,VM20ut) ~ MAT3NEG(-26,VM3) ;
newV1 =zl ~z2;
newVO0 = MAT1(z0) ~ MATOP0S(20,z1)
~ MAT5(9,0xb729fcecUL, Oxfbff££££UL, 0x00020000UL,z2) ~ MAT1(newV1) ;
state_i-—;

if (state_i+M2 < R)
WELLRNG44497a = case_6;
return ((double)STATE[state_i]l* 2.3283064370807974e-10 ) ;

static double case_6(void){ // 2 <= state_i <= R-M2-1

z0 = (VRm1 & MASKL) | (VRm2 & MASKU) ;
z1 = MATONEG(-24,V0) ~ MATOPOS(30,VM1) ;
z2 = MATONEG(-10,VM2) ~ MAT3NEG(-26,VM3) ;
newV1 =zl T z2;
newV0 = MAT1(z0) ~ MATOP0S(20,z1)
~ MAT5(9,0xb729fcecUL,Oxfbffff£ffUL,0x00020000UL,z2) ~ MAT1(newV1) ;
state_i--;
if(state_i == 1 )

WELLRNG44497a = case_2;
return ((double)STATE[state_i]l* 2.3283064370807974e-10 ) ;

Figure 7.6 — Fichier WELLRNG44497 . ¢ (suite).
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7.6 Tests statistiques et performances

Nous avons fait passer les batteries de tests smallCrush, Crush et BigCrush[48] aux
générateurs WELLRNGb512a, WELLRNG607a, WELLRNG800a, WELLRNG1024a,
WELLRNG19937a et WELLRNG44497a. Tous les tests, sans exception, ont été
réussis. La batterie de test Crush prend une heure et demie a s’exécuter sur un
pentium 2.8Ghz et la batterie Crush s’exécute en un plus plus de neuf heures. Etant
donné la rigueur des tests contenus dans ces batteries de tests, on peut conclure que
ces générateurs sont tres robustes et peuvent étre utilisés avec confiance dans des

applications de simulation stochastique.

Comme pour les générateurs introduits au chapitre 5, avec les mémes machines et
les méme options de compilation, nous avons chronométré le temps nécessaire pour
produire et additionner 10° nombres aléatoires pour les générateurs WELLRNG607a,
WELLRNGS800a, WELLRNG19937a et WELLRNG44497a dont I'implantation est
semblable a celle du générateur WELLRNG44497a décrite a la section 7.5. Les généra-
teurs qui ont un (b) ont été implantés avec une expression conditionnelle afin d’éviter
de faire référence a une adresse a l’extérieur du tableau STATE. Dans ces implantations,
on n’utilise pas de pointeur vers une fonction : tout se fait dans la méme fonction.
Nous avons aussi mesuré la vitesse des implantations des générateurs WELLRNGbH512a
et WELLRNG1024a. L’implantation du WELLRNGbH512a est semblable a celle du
WELLRNG1024a qui est décrite a la section 7.5.

Les temps sont exposés dans le tableau 7.13. Pour la comparaison, nous avons

copié les résultats du tableau 5.12.

On remarque que les temps d’exécution sont semblables pour tous les WELLRNG.
Par contre, les WELLRNGbH512a et WELLRNG1024a sont les plus rapides par une
marge d’environ 5% sur les autres WELLRNG. Le plus lent est le WELLRNG44497a
qui prend environ 14% plus de temps que le plus rapide des WELLRNG. On remarque
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que les implantations qui utilisent une expression conditionnelle sont plus lentes pour
les WELLRNG19937a et WELLRNG44497a, mais, de maniere surprenante, ce type
d’implantation est plus rapide pour le WELLRNG607a. On peut voir que la stratégie
d’utiliser un pointeur vers une fonction dont la valeur dépend de state_i peut étre
payante du point de vue de la vitesse d’exécution. Mais cette approche n’est pas
portable dans certains langages de programmation. Java, par exemple, ne permet pas
I'utilisation de pointeurs et I'implantation avec une expression conditionnelle serait a

privilégier.

Si on compare les résultats avec d’autres générateurs, on remarque qu’il sont sem-
blables au niveau de la vitesse. Comparativement au MT19937, le WELLRNG1024a
et le WELLRNG19937a sont environ 15% plus lents. Alors, pourquoi utiliser le
WELLRNG19937a au lieu du MT19937 s’il n’est pas plus rapide? Apres tout, le
MT19937 est équidistribué en dimension 623, ce qui est excellent, et passe tous les
tests statistiques raisonnables. La réponse est donnée a la prochaine section et elle

est convaincante.

7.7 WELLRNG vs Mersenne twister

Dans cette derniere section, nous effectuons une expérience fort simple afin de
démontrer que le probleme de l'initialisation du WELLRNG n’est pas aussi grave que
celui du Mersenne twister et du TT800. Quand I’état d’'un Mersenne twister (ou un
TT800) contient beaucoup de zéros et peu de uns, celui-ci a du mal & produire des

valeurs qui sont éloignées de zéros et ce, pour un grand nombre d’itérations.

L’expérience que nous faisons est la suivante. Soit w;;, la (i + 1)-itme valeur

produite par le générateur considéré quand 1'état initial x, est mis a e;, le j-ieme
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Tableau 7.13 — Temps nécessaire pour itérer 10° fois et additionner tous les nombres

aléatoires produits.

Générateur Temps (s)
WELLRNGb512a 36.0
WELLRNG607a 38.1
WELLRNG607a(b) 36.9
WELLRNGS800a 40.7
WELLRNG1024a 36.0
WELLRNG19937a 36.9
WELLRNG19937a(b)  42.2
WELLRNG44497a 41.3
WELLRNG44497a(b) 20.7
F2wLFSR2_32_800 39.5
F2wPolyLCG2_32_800 36.4
FowPolyLCG2.32 800(%) 31.3
F2wLFSR3_7_800 32.8
F2wPolyLCG3.7_-800 40.7
FowPolyLCG3.7.800(*)  33.0
T'T800 44.0
MT19937 31.6
MRG32k3a 101
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vecteur unitaire. Soit
k
_ 1
Ui = P g Wi,gs
J=1
la moyenne des i-iemes valeurs produites, sur toutes les initialisations considérées,

pour ¢ > 0.

Soit
1 n
1=0
pour n > 0, la moyenne des (n + 1) premieres valeurs produites, a partir de toutes

les initialisations considérées et

p—1
1 _
Hnp = — E Up4-i,
p =0

pour n > 0, p > 1, la moyenne mobile qui considere les valeurs de 4, a Upqp—1

inclusivement.

Si les suites {u;;}i>0, pour j = 1,..., k, étaient vraiment des suites de variables
aléatoires uniformes et indépendantes sur [0, 1), alors on aurait E[u,] = E[u, ] = 1/2

pour tous n > 0 et p > 0.

A la figure 7.7, on illustre le comportement de j, pour n = 0,...,10° pour le
WELLRNGS800a et le TT800. On peut remarquer que la moyenne du TT800 prend
énormément d’itérations (> 10°) avant d’atteindre la demie. Par contre, pour le

WELLRNGS800a, en moins de n = 1400 itérations, u, atteint la valeur de 0.49.

Ala figure 7.8, on illustre le comportement de y,,, pour n = 0,...,10° et p = 100
pour les générateurs WELLRNGS800a et le T'T800. On observe que la moyenne mobile
du WELLRNGS800a atteint presqu’immédiatement le cap de la demie. Pour ce qui
est du TT800, on doit attendre autour de n = 60000 itérations avant d’obtenir un

comportement acceptable.

Pour des fins de comparaisons, nous avons également illustré les résultats obtenus
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par les générateurs F2wLFSR2_32 800 et F2wLFSR3_7_800 dont I'implantation est

donnée au chapitre 5.

Dans les deux autres figures 7.9 et 7.10, on illustre la méme chose, mais en compa-
rant le WELLRNG19937a et le MT19937. A la figure 7.9, on illustre le comportement
de p, pour n = 0,...,10° On peut remarquer que, comme le TT800, la moyenne
du MT19937 prend énormément d’itérations avant d’atteindre la demie. Par contre,
pour le WELLRNG19937a, en moins de n = 18000 itérations, u, atteint la valeur de
0.49.

A la figure 7.10, on illustre le comportement de p,, pour n = 0,...,10° et
p = 1000 pour les générateurs WELLRNG19937a et le MT19937. On observe que,
comme pour le WELLRNGS800a, la moyenne mobile du WELLRNG19937a atteint
presqu’immédiatement le cap de la demie. Pour ce qui est du MT19937, on doit at-

tendre autour de n = 700000 itérations avant d’obtenir un comportement acceptable.

Puisque les figures 7.8 et 7.10 n’indiquent pas clairement quand la moyenne mobile
atteint la demie, nous présentons la figure 7.11 qui donne la moyenne mobile i,
pour n = 0,...,1000 et p = 5. On peut observer que la vitesse a laquelle les deux
générateurs atteignent la demie est tres rapide. Dans ce graphique, la courbe décrite
par le WELLRNG19937a est plus lisse que celle du WELLRNG800a. Ceci est du a
la plus grande valeur de k pour le WELLRNG19937a : p, , considere plus de valeurs
pour le WELLRNG19937a.

Pour les générateurs F2wLFSR2 32 800 et F2wLFSR3_7_800, on remarque que le
comportement du F2wLFSR2_32_800 est tres similaire au TT800 et celui du F2wLFSR-
3_.7.800 est tres similaire au WELLRNGS800a. Pour le F2wLFSR2_32_800, ceci n’est
pas surprenant puisque les deux générateurs utilisent une récurrence de la forme
Vv, = Bv,_1s + Av,_o5 ou seules les matrices A et B les différencient. Pour le

générateur F2wLFSR3_7.800, a chaque itération, il observe trois blocs de 32 bits
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pour en modifier un. Ceci semble procurer un assez bon « brassage » pour un état de

800 bits.

Ce qu'il est important de retenir de ces graphiques est que les WELLRNG semblent
brasser davantage 1’état d’une itération a 'autre. Quand I’état d’'un Mersenne twister
contient peu de bits mis a un, celui-ci tend a conserver cette propriété pour plusieurs
itérations consécutives. Les WELLRNG, étant donné qu’ils ont une matrice de tran-
sition X beaucoup plus complexe que les Mersenne twister, n’ont pas ce probleme et
sont capables de produire rapidement des états qui contiennent beaucoup de bits en
partant d’une initialisation contenant peu de bits. Le polynome caractéristique des
WELLRNG a beaucoup plus de coefficients non nuls que ceux des Mersenne Twister.

Ceci est aussi une indication du meilleur brassage des WELLRNG.

Ce meilleur brassage constitue un avantage important des générateurs WELLRNG
qui permet d’éviter des situations facheuses pour un utilisateur peu familier sur la ma-
nipulation des générateurs de nombres aléatoires. Les nouveaux utilisateurs ne com-
prennent pas nécessairement a fond 'importance de bien initialiser un générateur. S’il
advient qu’un utilisateur initialise mal un WELLRNG, alors les effets sont beaucoup

moins désastreux pour le WELLRNG que pour un Mersenne twister.

Un exemple de mauvaise utilisation d’un générateur est reporté a I’adresse internet
http://random.mat.sbg.ac.at/news/seedingTT800.html. Le probleme rencontré
est que le TT800 produisait des sorties tres semblables méme avec des états initiaux
différents. Ceci était di au fait que les état initiaux avaient une distance de Hamming
tres faible, ce qui fait que le générateur, pour chaque initialisation, passait par des
états tres semblables et produisait, a peu pres, les mémes valeurs. Soit x{, et x{,
deux états initiaux dont la distance de Hamming entre eux est de un, c’est-a-dire que
X, = €; @ x( pour une valeur de j. Etant donné la linéarité de la récurrence et les

résultats obtenus aux figures 7.7 et 7.8, on peut facilement concevoir que les résultats

obtenus par les deux initialisation x{ et x{ seront tres semblables pour un grand
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nombre d’itérations. Si le générateur avait été un WELLRNG, le probleme aurait été

beaucoup moins prononceé.

La propriété d'un générateur de passer d’un état qui a poids de Hamming faible
a un autre avec un poids de Hamming elevé est appelé la capacité de diffusion du
générateur. Un générateur qui a une grande capacité de diffusion aura tres peu d’en-
droits, dans son cycle complet, qui comportent plusieurs états consécutifs avec un
faible poids de Hamming. Il s’agit d’une propriété importante pour les générateurs
utilisés en cryptographie et pour ce qui est des générateurs linéaires, peu de gens ont
senti la nécessité d’étudier cette capacité de diffusion. Pour ce qui est des WELLRNG,
nous venons de démontrer, de maniere empirique, que leur capacité de diffusion est

de loin supérieure a celle des Mersenne twister et des TGFSR.

Figure 7.7 — Moyenne de n premieres valeurs générées (i, .
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Figure 7.10 — Moyenne mobile 1, 1000-
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Figure 7.11 — Moyenne mobile p,, 5.
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Chapitre 8

Propriétés des générateurs xorshift

de Marsaglia

Dans un article récent, George Marsaglia [60] introduit trois nouvelles construc-
tions de générateurs qu’il nomme « xorshift ». Dans cette these, nous nommerons
ces trois constructions générateurs xorshift de type I, II et I1I. Ces générateurs sont
congus pour étre rapides et simples a utiliser. Ils sont en effet tres simples et rapides
puisque, pour ceux de type I, une seule ligne de code en langage C est suffisante
pour les implanter. Les opérations sont simples : tres peu de ou-exclusifs bit-a-bit et
seulement trois décalages de bits. L’auteur donne plusieurs ensembles de parametres
pour lesquels les générateurs ont la pleine période. De plus, il affirme que tous les 648

ensembles de parametres donnés résultent en des générateurs de bonne qualité [60] :

Although I have only tested a few of them, any one of the 648 choices
above is likely to provide a very fast, simple, high quality RNG.

Il croit que le fait qu'un générateur basé sur un ensemble de parametres passe avec
succes une batterie de tests statistiques (dans ce cas-ci, sa fameuse batterie DIE-

HARD [59]) est garant du succes des autres générateurs. La réalité en est tout autre.
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Nous avons vérifié I'équidistribution de tous les générateurs proposés et, sans dif-
ficulté, nous avons trouvé plusieurs générateurs qui sont mauvais du point de vue
de I'équidistribution. Pour ces générateurs, nous avons effectué des tests statistiques
et ils en ont échoué plusieurs. Méme pour les générateurs qui possedent une bonne
équidistribution, plusieurs ne réussissent pas a passer certains tests statistiques conte-

nus dans les batteries Smallcrush, Crush et Bigcrush de TestUO1 [48].

Dans ce chapitre, on présente les trois constructions proposées par Marsaglia [60].
On montre que, dans la liste des générateurs proposés, il y a de la redondance puisque
plusieurs paires de récurrences, présentées comme disctinctes, sont en fait la méme
récurrence. On donne 'équidistribution de tous les générateurs proposés dans 1’ar-
ticle de Marsaglia et d’autres qu’il n’a pas identifiés. On donne quelques résultats
théoriques sur ’équidistribution des générateurs proposés et la période de certaines
variantes. Ensuite, on présente la performance de certains générateurs par rapport a

divers tests statistiques.

Notre contribution consistera a démontrer qu’il n’est pas recommandé d’utiliser
les générateurs proposés par Marsaglia et que ceux de la méme famille de générateurs
qui possedent la meilleure équidistribution ne doivent étre utilisés que si la période est
grande (et seulement si on ne dispose pas d’autres alternatives). Dans notre recherche,
notre but sera de tenter d’obtenir les meilleurs générateurs possibles en n’utilisant
que trois décalage de bits. On se rend compte que ces opérations sont trop simples :
malgré qu’on obtienne des générateurs qui ont une bonne équidistribution (méme
meilleure que certains générateurs connus et robustes comme le TT800 [67]), ceux-ci
ne réussissent pas a obtenir de bons résultats aux tests statistiques. Ceci constitue
une surprise, du moins pour l'auteur, car on aurait pu croire qu'un générateur bien
équidistribué et de longue période devrait réussir tous les tests statistiques raison-

nables.
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8.1 Générateurs de type 1

Pour les générateurs de type I, I'état x,, est un vecteur de w bits et la matrice de
transition est

X = I+ HH+ HY)(I + HY (8.1)

ou a,b, ¢ sont des entiers inférieurs & w, Hy, Hy, H3 € {G, D}, la matrice G est telle
que Gx = x < 1 et la matrice D est telle que Dx = x > 1. Les matrices I, G et D
sont de dimension w x w avec leurs éléments dans Fy. La sortie est habituellement

donnée par y, = x,,.

Les matrices (I +G“) et (I + D) ont quelques propriétés qui sont utiles a explorer
afin d’étudier la récurrence (8.1). Tout d’abord, remarquons que (I + D*) = P(I +
G*)P~! ou

1

est une matrice w x w et que P~* = P. De plus, si H € {G, D}, alors (I + H®) est
inversible si I'entier a est différent de zéro. Egalement, on a que (I+G*) = P(I+D")P.
On dit que deux matrices A et B sont similaires s’il existe une matrice C' inversible
telle que A = CBC~!. On note la similarité par A ~ B. Il est bien connu que les
polynomes caractéristiques de deux matrices similaires sont les mémes. Soit X; et X5,
deux matrices de transitions de générateurs différents. Si X; ~ X5 et que le polynome
caractéristique de X, est primitif, alors il est en de méme pour X,. Par conséquent,
si un générateur basé sur X; est de pleine période, alors un autre basé sur X, sera de

pleine période également.

Nous énongons quatre propriétés des matrices de la forme (I + H*) on H €
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{G, D} qui nous seront utiles pour démontrer la similarité entres certaines matrices

de transition X.

Propriété 8.1. Commutativité. Soit H € {G,D}. On a (I + H*)(I + H®) = (I +
H*)(I + H?).

Démonstration. On a (I+H*)(I+H®) = I+ H*+ H°+ H " = [+ H*+ H*+ H*"® =
(I + H")(I+ H?). O

Propriété 8.2. Soit H,, Hy, H3 € {G,D}. On a (I + HS)(I + HY)(I + HY) ~ (I +
H{)(I + H5)(1 + Hy)

Démonstration. On a (I + HS)(I + HY)(I + HY) ~ (I + HY)(I + HS)(I + HY)(I +
HY)(I 4 HY)~™ = (I + H)(I + HS)(I + HY). O

Propriété 8.3. Soit X = (I + HS)(I + HS)(I + HY) ou Hy, Hy, Hz € {G, D} et Hy,
H,y et Hs ne sont pas tous la méme matrice. On a X ~ (I + HS)(I + HE)(I + HS)

Démonstration. Pour le démontrer, considérons les deux cas possibles : H; = Hs et
H, = Hj. Dans le premier cas, la démonstration est triviale car (I + HY)(I + H{) =
(I+H{)(I+ HS) par la propriété 8.1. Dans le deuxieéme cas, (I+HS)(I+HS)(I+H{) =
(I + HS)(I+ HS)(I+ Hy) ~ (I+HS)(I+ H{)(I+ Hb) ot la similarité vient de la
propriété 8.2. ]

Propriété 8.4. Soit H;, K; € {G, D} ot H; # K; pouri=1,2,3. On a (I + HS)(I +

HYOY(I + HY) ~ (I + K$) (I + K(I + K9).

Démonstration. On a (I+HS)(I+HS)(I+H{) ~ P(I+HS)PP(I+HY)PP(I+H{)P =
(I + K$)(I + K9)(I + K1) O
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Soit
X, = (I+G)I+D"I+GY
Xy, = (I+GY(I+ DI+ G
X3 = (I4+D%(I+G"(I+ D%
Xy = (I4+DYI+G"(I+ D°)
Xs = (I+D)I+GHI+GY
X¢ = (I+D"(I+GYI+G°)
X; = (I+G"(I+ DI+ D%
Xs = (I+G"(I+ DI+ D°).

Dans [60], on affirme, sans preuve ou argument, pour un triplet (a,b,c), que si la
matrice X; procure un générateur de pleine période, alors il en sera de méme pour

les matrices X1, ..., Xg. Cest effectivement vrai et nous allons le démontrer.

Par la propriété 8.1, il est facile de voir que X5 = Xg et X7 = Xgz. Donc les
générateurs que Marsaglia donnait comme quatre générateurs distincts ne constituent
en fait que deux générateurs distincts. En utilisant les propriétés 8.1-8.4, il est tres
simple de montrer que les matrices Xi,..., Xg sont toutes similaires les unes par
rapports aux autres (a noter que la similarité est une relation d’équivalence, donc
transitive). Au tableau 8.1, les matrices de similarité C' telles que X; = CX;C !, pour
i=1,...,8 sont données. Pour un triplet (a,b, c), puisqu’elles sont toutes similaires
entre elles, si X; a un polynome caractéristique primitif, alors toutes les matrices
Xq,...,Xg ont le méme polynome caractéristique primitif. Autrement dit, pour un
triplet (a, b, ¢), si X7 donne un générateur de pleine période 2 —1, alors les générateurs

basés sur X, ..., Xg seront aussi de pleine période.
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Dans [60], 'auteur n’a pas remarqué que les générateurs basés sur les matrices

Xg = (I+G)YI+GYI+D"

( ) )
X9 = (I+GHI+G%)+ DY
X1 = ( )

( )

)
I+ D%+ DI +G°
)(I + DI +G°

X = (I+D*

ont aussi la méme période que celui basé sur X; puisque X; ~ X; pouri=29,...,12.

Par contre, on a que X9 = Xjg et X711 = X1» par la propriété 8.1.

Proposition 8.1. Les matrices Xy, ..., X192 sont toutes similaires entre elles et ont

toutes la méme période pour un triplet (a,b,c) donné.

On pourrait aussi considérer une récurrence basée sur X3 = (I +G¢)(I +G®)(I +
G*). Dans ce cas, si un générateur basé sur X3 est de pleine période, alors il en sera
de méme pour celui basé sur X4 = (I + D°)(I + D°)(I + D?) par la propriété 8.4
Par contre, le polyndome caractéristique de X3 sur Fy est toujours (1 4 2)* € Fo[z].
Ce polynome n’est pas irréductible. La matrice X;3 est formée de 1 dans la diagonale
principale et les éléments au-dessus de celle-ci sont tous nuls. Il est facile de calculer
le polynome caractéristique de cette matrice qui est det(Xy3 — [,,2) = (1 + 2)*. On
peut voir, de la méme maniere, que det(X14 — [,,2) = (1 + 2)™. 1l est donc inutile de
chercher des générateurs de pleine période qui utilisent la matrice X3 ou Xy4 : il n’en

existe aucun.

Seules les matrices X; dont i € {1,2,3,4,5,7,9,11} donnent véritablement des
générateurs distincts. Par contre, nous allons montrer que pour un choix de tri-
plet (a,b,c) les générateurs basés sur X3, Xy, X7 et Xj; ont toujours la méme
équidistribution, méme chose pour ceux basés sur X5 et Xg. Pour montrer cela, men-
tionnons qu’appliquer le tempering y,, = Bx,, ou B est une matrice triangulaire avec
des 1 dans la diagonale, des zéros au-dessus de la diagonale et le reste des valeurs

sont dans [Fy, ne change pas la ¢g-valeur (ou I’équidistribution) de I’ensemble de points
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U, (X, B,w) peu importe la dimension ¢. En fait, ce tempering ne fait qu’appliquer
un mixage linéaire (voir chapitre 6) a I’ensemble de points W;(X, I, w) et il est connu
que ce type de transformation ne change pas la g-valeur de l’ensemble de points

résultant [63].

Soit la récurrence x,, = XgX,_1 et le tempering y, = Bx, = (I + D%)x,. On
remarque que ce tempering est une forme de mixage linéaire. A partir de ces deux

équations, on peut obtenir la récurrence
Yn = BXoB 'y, 1 = (I + D")(I +G)(I + G+ DI+ D" 'y, 1 = Xsyn1.

On voit imédiatement que I'ensemble de points W(Xs5, I, w) est le méme que 'en-
semble de points W(Xg, I, w) auquel on a appliqué le mixage linéaire décrit par B.
Ainsi, ¥ (Xy, I, w) et Wy(Xs5,I,w) ont tous les deux la méme g-valeur et la méme

équidistribution, peu importe la dimension t.

On peut montrer, de la méme maniere qu'on l'a fait pour X5 et Xy, que les
ensembles de points Wy (X3, I, w), ¥ (Xy, I, w), V(X7 I,w) et ¥, (X1, I,w) ont la

méme g-valeur pour une dimension ¢ donnée.

Pour résumer cette section, on pourrait dire que seuls X;, Xo, X3, X4, X5, X7,
Xy et X717 permettent de construire des générateurs distincts. Pour un triplet (a, b, ¢),
si une de ces matrices procure un générateur de pleine période, alors elles procurent
toutes des générateurs de pleine période. Egalement, pour un triplet (a,b,c), pour
vérifier I’équidistribution de tous ces générateurs, il suffit de vérifier ceux basés sur
X1, X5, X3 et X5. Le tableau 8.1 résume l’essentiel de cette section et donne les

matrices de similarité C telles que X; = CX,;C~! pouri=1,...,12.



298

Tableau 8.1 — Liste des matrices X, qui procurent des générateurs de type I de méme

période pour un triplet (a, b, c).

X C Notes
X1 1

Xo (I+GYH(I+G°

X3 P

(I + D¢)P Meéme équidistribution que X3
I+ D)P Meéme équidistribution que X3
I+ D*P Meéme équidistribution que X3

I+ D%(I+G%) Méme récurrence que X
I+ D%P Méme récurrence que Xy
Meéme récurrence que Xy

( )
( )
( )
( )
Xo (I+G%) Meéme équidistribution que Xj
( )
( )
( )
( )

I+ D%P Meéme récurrence que Xiq
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8.2 Générateurs de type II

Les générateurs de type II ont pour état le vecteur x,, = (v, v} _; ..., v)_ )7
et la récurrence est

v, = Av,_,, ® Bv,_,. (8.2)

ot A et B sont formés d'un produit de matrices de la forme (I + H?) ou H € {G, D},
0<d<wet AB= (I + HS)(I + H})(I + H{). La matrice de transition est

00 ... A ..0D®B

I

On remarque que les générateurs de type I utilisent la méthode matricielle a récurrence
multiple (voir section 2.3.6) et que le polynome caractéristique de la récurrence sur
[Fy est donné par P(z) = det(I,2" + Az"~™ + B) € Fy[z]. La sortie est habituellement
Yn = V,,. Pour identifier un générateur de type II, on le fera avec le triplet (A, B, m).
Si on trouve un triplet (A, B,m) tel que la récurrence (8.2) est de pleine période,
alors, pour une matrice C' de similarité donnée, le triplet (CAC™1, CBC~ m), qui

décrit un générateur basé sur la récurrence
yn = CAC_lyn—m D CBC_1Yn—ra (83)

donne aussi un générateur de pleine période. Cette derniere récurrence donne la
séquence obtenue en appliquant le tempering y,, = Cv, au générateur défini par
la récurrence (8.2). Comme discuté a la section précédente, si la matrice de similarité
correspond a appliquer un mixage linéaire, alors les deux générateurs ont la méme

équidistribution pour une dimension ¢ donnée.

Dans [60], on mentionne seulement le cas A = A} = (I+D°)(I+G*) et B = By =
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(I + D) et m = 1. Dans ce cas, la récurrence est

Vo= (I + DI+ G)WVpr ® (I + D)V, (8.4)

Soit A; et B; pour i = 2, 3,4, les matrices telles que définies au tableau 8.2. Nous
pouvons montrer que, pour (A;, By, m), si le triplet (a,b,c) procure un générateur
de pleine période, il en sera de méme pour les triplets (A, By, m), (As, B3, m) et
(A4, By, m). Pour ce faire, il suffit de trouver la matrice de similarité C' qui permet
de « convertir » le générateur basé sur (A, B;,m) en celui basé sur (A;, B;, m) pour
i = 2,3,4. Au tableau 8.2, on liste les couples (A;, B;) et donne les matrices de
similarité. Le lecteur peut facilement vérifier que les matrices C' données sont les

bonnes.

Tableau 8.2 — Matrices A; et B; qui donnent une récurrence (8.2) de pleine période

si et seulement si A; et B; en donnent une également.

1 A B; C
2 (I+GY)(I+D% (I+G° P
3 (I+GH(I+Db (I+D°) (I+ DY
4 (I4+DYI+G" (I+G°) (I+GYP

On remarque que la matrice de similarité pour (As, Bs,m) est (I+D®), qui est une
matrice de mixage linéaire. Ceci implique que les générateurs basés sur (As, B3, m) ont
la méme équidistribution que ceux basés sur (A, By, m), quelque soit la dimension t.

Par contre, ceci ne veut pas dire qu’ils ne constituent pas deux générateurs distincts.

On pourrait aussi dire, par le méme raisonnement que 1'on vient de faire, qu’en
trouvant un triplet (a,b,c) pour lequel un générateur basé sur la récurrence (8.2)
avec A = B; et B = A; est de pleine période, on se trouve avoir trouvé trois autres
générateurs de pleine période, a savoir ceux basés sur (Bg, Az, m), (Bs, Az, m) et

(B4,A4,m).
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Dans la méme logique, si A = (I+H*)(I+H% et B= (I+K°),ou H, K € {G, D}
et H# K, et si (A, B,m) procure une récurrence (8.2) de pleine période, il en sera
de méme pour celle que procure ((I + K*)(I + K°),(I + H®),m) par la matrice de

similarité C' = P.

Dans le cas ot AB = (I + H*)(I + H®)(I + H) et H € {G, D}, le polynome
caractéristique de la matrice de transition X est donné par det(X —1,,,2) = det([,,2"+
Az"™™ 4+ B). Puisque les matrices A et B sont des matrices triangulaires avec des 1
dans la diagonale principale et les éléments non nuls sont du méme coté de la diagonale
principale, on observe que det(X — I,,,2) = (2" + 2"~™ + 1)". Ce polynéme n’est pas
irréductible et les générateurs basés sur ce type de matrice ne sont jamais de pleine

période 2™ — 1.

SiA=1etB = X; (ou X; est défini a la section 8.1), alors on remarque
que la récurrence (8.2) est celle d'un TGFSR. Si (I, X7, m) procure un générateur
de pleine période pour un triplet (a,b,c), alors il en sera de méme pour (X;, I,m),
pour ¢ = 2,...,12, puisque toutes les matrices X; sont similaires entre elles (voir le

tableau 8.1 pour les matrices de similarité) et que CIC~! = I.

Dans le cas ou on considere (X;, I,m), i = 1,...,12, il n’existe aucun générateur
de pleine période. Le théoreme suivant, dont la démonstration s’inspire de celle du

théoreme 2 de [66], le confirme.

Théoreme 8.1. Soit A, une matrice w X w avec ses éléments dans F, ot p est un

nombre premier. La récurrence linéaire sur F,)
X, = AXpm + Xn_r (8.5)

n’est pas de période p™™ — 1, quelque soit A.

Démonstration. Soit Q(z) = det(A — I,z), le polyndéme caractéristique de A sur F,

et supposons que ()(z) soit irréductible sur F,. Soit n € F,», une racine de Q(z). Il
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est bien connu que les éléments 1,7,...,n""" forment une base de Fyw sur F,,.

On peut montrer que pour un vecteur non nul t € [, Phomomorphisme

¢:Fpo — F)

77l —s Alt,

o 0 # t € F) est fixé, est aussi un isomorphisme (voir la preuve du théoreme 2 de
[66]). Appliquons I'inverse de 'isomorphisme ¢ a la récurrence (8.5). On obtient la

récurrence linéaire dans IF;J

¢_1(Xn) = ¢_1(Axn—m) + ¢_1(Xn—r)

qui peut se réécrire comme la récurrence linéaire dans Fpw
Ty = NTpm + Tpy (8.6)

ol x, = ¢ 1(x,) € Fpu, car ¢~ (AXy_m) = NZTp_pm (voir le théoreme 2 de [66]). Notons
que, puisque les récurrences (8.5) et (8.6) sont reliées entre elles par un isomorphisme,
elles ont la méme période. Le polynome caractéristique sur F,» de la récurrence (8.6)
est

P(z) =2"—nz""" —1 € Fpu|?]
Par le théoréme 3.18 de [56], puisque (—1)"P(0) = (—=1)""! n’est pas un élément
primitif de F,w, le polynéme P(z) n’est pas primitif sur F,u. Ceci implique que la

récurrence (8.6) n’est pas de période p"™ —1 et, par conséquent, ni la récurrence (8.5).

Maintenant, supposons que Q(z) ne soit pas irréductible. Soit ¢ = r — m. Par le

théoreme 2.3, le polynome caractéristique de la récurrence (8.5) sur F, est donné par
P(2) = det(2"I, = 2"A — I,) = det(=7(z"I, — A 27"L,))

= det(z1,)det((z™ — 2791, — A)

= Q=" — 277 € Fylz]
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Remarquons que Q(2™ — z7%) n’est pas dans F,[z] et que, par conséquent, on ne
peut déduire, a ce stade, si P(z) est irréductible sur F,, ou non. Par contre, Q(z" —
279) € L,. Puisque que Q(z) n’est pas irréductible, il se décompose en ¢ > 1 facteurs

Qi(z) € Fplz], chacun de degré d; > 0.

Soit h(z) = hp2™ + hy_12" '+ -+ € L,. On définit la fonction p(h(z)) = min{i :
h; # 0}. Pour que h(z) € L, soit dans F,[z], il faut que p(h(z)) > 0. Constatons que,
puisque Q(z) est de degré w, on a w =d; + -+ + d. et que h(Q;(2™ + 277)) = —qd;.
Soit Q;(2) = 29%Q; (2™ + 279). On a h(Q;(z)) = 0, ce qui implique que Q;(z) € F,[z].

Avec ces éléments en mains, développons

quQ(Zm _ z*q) = W HQz(Zm _ Z*Q)
i=1

= [[=*Qiz" - =)

= HQz‘(Z)-

La derniere égalité implique que le polynome caractéristique sur IF,, de la récurrence
(8.5) n'est pas irréductible sur F, car il se décompose en facteurs Q;(z) € TF,[z],
i =1,...,c Ainsi, si Q(z) n’est pas irréductible sur [, alors le polynéme P(z) ne
'est pas non plus et la récurrence (8.5) n’a pas la période maximale 2™ — 1, ce qui

complete la démonstration. O

Le tableau 8.2 donne toutes les combinaisons possibles (et intéressantes) de généra-
teurs de type II. Elles sont regroupées de telle maniere que celles qui procurent des

générateurs de méme période se retrouvent ensemble.

On a discuté du choix des matrices A et B, mais pas du choix de m. Pour cer-
taines valeurs de 7, ce ne sont pas toutes les valeurs de m qui peuvent produire des
générateurs de pleine période. Quand A = I et B est une matrice de plein rang, la

récurrence (8.2) est celle d’'un TGFSR. Dans ce cas, on a les résultats suivants qui pro-
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viennent tous de [66]. Le polynome caractéristique sur Fy de la récurrence est primitif
seulement si Q(z), le polynéme caractéristique de la matrice B, est irréductible sur
Fy. Si c’est le cas, la récurrence est de période 2™ — 1 si et seulement si 2" 4+ 2" 417
est primitif sur Faow ol 77 est une racine de Q(z). Pour déterminer si le polynome n’est
pas irréductible, la proposition 1 de [66], que 'on donne comme la proposition 8.2,

s’applique.
Proposition 8.2. Soit n € Fauw. Le polynome 2"+ 2141 € Fou[z] n'est pas irréductible
si une des conditions suivantes est vraie :

1. r = +3 mod 8, w est impair, q est pair et q ne divise pas 2r.

2. r =43 mod 8, w est impair, q est impair et (r — q) ne divise pas 2r.

3. r est pair et q est pair.

4. 7 est pair, v # 2q et rg = 0,2 mod 8.

5. r est pair, r # 2q, rq = —2,4 mod 8 et w est pair.

Dans le cas ou A # [ et B # I, nous émettons une conjecture qui donne une

condition suffisante pour que la récurrence (8.2) ne soit pas de pleine période.

Conjecture 8.1. Soit la récurrence (8.2) oi A # I et B # 1. Le polynome ca-

ractéristique sur Fy de la récurrence n’est pas primitif si m et (r —m) sont pairs.

Pour appuyer cette conjecture, dans notre recherche de bons générateurs de type I1
avec r =4, r =8 et r = 12, nous n’avons trouvé aucun générateur dont le polynéme
est primitif pour lequel (r — m) est pair. Malgré nos efforts, nous n’avons pas pu

démontrer cette conjecture.
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Tableau 8.3 — Liste des combinaisons (A;, B;) regroupées en générateurs de type II de

méme polynome caractéristique.

7 A; B; C Notes

1 (I+D°I+G* (I+D° I Méme équid. que i = 3
2 (I+G)(I+D* (I+G° P

3 (I+G*)(I+ D" (I+ D°) (I + D) Méme équid. que i = 1
4 (I+DY)I+G" (I+G°) (I+G"P

5 (I +D°) (I+DYI+G*) I Méme équid. que i = 7
6 (I+G°) (I+G)(I+D*) P

7 (I +D°) (I +G*)(I+ DY (I + D) Méme équid. que i = 5
8 (I+G° (I+DY)I+G") ([I+GHP

9 (I+DY(I+DY (I+G°) I

10 (I+GY)I+G" (I+D° P

11 (I+G9) (I+D9I+D% I

12 (I + D°) I+GH)I+G°) P

13-14 1 X;,je{1,2} Voir

15-16 1 X;,j€{59} tableau Méme équidistribution
1720 1 X;,7€{3,4,7,11} 8.1 Méme équidistribution
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8.3 Générateurs de type III
Les générateurs de type III ont pour état le vecteur x, = (v, v} _1,...,v)_, )"

et la récurrence est
-

Vo= (I + H v,

i=1
ou H; € {G,D}, 1 < i < r. Dans [60], 'auteur se limite au cas on H; = G si i est

pair, sinon H; = D.

La matrice de transition est donc

(I+H") (I+Hy?) ... (I+H™)
I

1

On remarque que pour les générateurs de type III, le nombre de décalage de bits
n’est pas restreint a trois, mais pourrait aller jusqu’a r (en supposant que certaines
valeurs de a; pourraient étre nulles). Ce type de générateur n’est pas tres intéressant
du point de vue de I'implantation d'un générateur de tres longue période puisque
le temps d’exécution pour générer une valeur dépend directement de la longueur de
la période. Le nombre d’opérations en dans O(r), donc plus 7 est grand, plus le

générateur sera lent. La sortie, pour ce type de générateur est donnée par y, = v,,.

Pour le rendre intéressant du point de vue de la vitesse (et aussi pour respec-
ter 'objectif qu’on s’était fixé au début du chapitre, soit de faire le mieux possible
avec seulement trois décalage de bits), nous allons considérer le cas ou il n’y a que
trois valeurs de a; qui sont non nulles pour ¢ = 1,...,r. Dans ce cas, définissons la
récurrence

Vo= +H)Vy o, @ (I + H)Vy 1y @ (I + HS)V,, (8.7)
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oun H; € {G,D}, 1 <i <3et1l < my,my < r. Pour les générateurs de type III,
dénotons par (Hy, Hs, Hz,a,b,c,my,ms) le générateur défini par la récurrence (8.7)

et la sortie y,, = v,,.

Si (Hy, Hy, Hs, a,b, c,my, ms) est de pleine période 2™ — 1, alors (K1, K», K3, a, b,
c,my,mg) lest aussi, ou K; # H; et K; € {G, D}. Ceci se démontre avec la matrice

de similarité P.

8.4 Recherche de bons générateurs

Nous avons effectué une recherche exhaustive de tous les générateurs de type I,
de type Il avec r = 2, 3,4, 5,8, 12,25, ainsi ceux de type III qui utilisent la récurrence
(8.7) avec r = 3,4,5,8,12,25. Nous avons recensé, de maniere exhaustive, tous ceux
qui sont de pleine période. Pour tous ces générateurs, nous avons calculé la valeur
de V = Z?il Ay, qui est un critere d’uniformité basé sur 1’équidistribution. Plus la

valeur de V' est petite, plus le générateur est jugé uniforme.

Pour ceux qui ont donné la meilleure valeur de V', nous avons effectué des tests sta-
tistiques. La premiere batterie de tests effectuée est « Smallcrush » de la bibliotheque
TestUO1 [48]. Si les résultats sont satisfaisants, nous effectuons la batterie « Crush » de
la méme bibliotheque. Si nécessaire, nous effectuons également la batterie « Big-
crush », également de TestUO1. Le tableau 8.4 donne les tests auxquels nous ferons
référence dans ce chapitre. Ils sont nommés selon le nom de la fonction qui exécute
le test. Les parametres de chacune des fonctions sont également donnés. Nous ferons
référence a ces tests en indiquant le numéro du test qui est donné dans la premiere
colonne du tableau 8.4. Pour plus de détails sur ce que chaque test fait spécifiquement,

nous référons le lecteur au guide de TestUO01 [48].

Dans les prochaines sous-sections, nous exposons les résultats de la recherche de
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bons générateurs obtenus pour chacun des types de générateur.

8.4.1 Générateurs de type I

Dans [60], I'auteur a trouvé tous les ensembles de triplets (a,b,c), ol a < ¢, tels
que la matrice X; produit un générateur de pleine période avec w = 32. Il en a trouvé
81. Nous avons vérifié qu’ils étaient tous de pleine période et qu’il n’y en avait pas
d’autres. Les résultats de Marsaglia sont corrects, mais nous avons décelé une erreur
qu’on pourrait interpréter comme une erreur de retranscription a la page 2 de [60].
Ainsi, Marsaglia affirme que le triplet (9,5, 1) donne un générateur de pleine période,
alors que ce n’est pas le cas. Par contre, il ne donne pas le triplet (9,5, 14) qui, lui,
donne un générateur de pleine période. Nous avons aussi vérifié tous les triplets donnés

par Marsaglia pour w = 64. Il n’y a aucune omission ou erreur.

Nous avons vérifié ’équidistribution de tous ces générateurs. Pour chacun, nous
avons calculé V = 3722 A,. Les résultats de ces calculs sont donnés aux tableaux 8.5
et 8.6 pour le cas ou w = 32 et aux tableaux 8.7-8.13 pour w = 64. En analysant
les tableaux 8.5 et 8.6 qui donnent les résultats pour w = 32, on remarque que ce ne
sont pas tous les triplets (a, b, ¢) qui donnent des valeurs de V' petites. On remarque
que, souvent, les pires générateurs sont ceux pour lesquelles les valeurs de a, b et ¢
sont pres de 1 ou 31. Par exemple, le triplet (1,27,27) donne les pires générateurs. La
moyenne de la valeur de V' donnée par les générateurs X, Xo, X3 et X5 formés par
ce triplet est 48.8. La pire valeur de V' possible est 56 et ceci n’arrive que lorsque le
générateur est équidistribué en 32 dimensions pour le premier bit et en une dimension
pour les bits subséquents, c¢’est-a-dire quand t; = 32 et t, =1 pour £ =2,...,32. Le
triplet (15, 1,29) donne aussi de tres mauvaises valeurs de V. Les triplets qui donnent
la meilleur moyenne de V', (5,21,12) et (11,17, 13) ont des valeurs de V' pres de 4. 1l
y a d’autres triplets qui ont beaucoup de variance dans les valeurs de V' produites.

Par exemple, le triplet (7,1,9) donne des générateurs dont V' = 56 et d’autres qui
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Tableau 8.4 — Liste des tests utilisés au chapitre 8 et de leur p-valeur associée.

No Nom du test Parametres p-valeur

1 smarsa BirthdaySpacings N =100, n =5 x 10, r =0, D1
d=20t=2p=1

2  swalk RandomWalkl N =100,n=5x 107, r =0, Do
s=2%Ly=90, L; = 90 (statistique H)
3 sknuth Max0ft N =10,n =107, r =0, D3

d=5x10°t=5

4 sknuth Max0ft N=1n=2x10%r=0, D4
d=10°t=6
) sstring HammingIndep N=1,n=10% r =0, Ds

s=230, L =2300,d=—1

6 sstring HammingIndep N=1,n=108% r =20, D6
s=10, L =30,d = -2

7 smarsa BirthdaySpacings N =5, n =107, r = 14, p7
d=2%t=8p=1

8 smarsa_MatrixRank N=1n= 1067 r = 20, s
s =10, L = 200, k = 200

9 smarsa_MatrixRank N =1, n = 50000, r = 20, P
s =10, L = 300, £ = 300

10 smarsa_MatrixRank N =1,n=10° r =20, Do
s =10, L =90, £k =90
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ont V' = 1. Ce triplet produit les deux extrémes. Nous pouvons aussi remarquer les

meémes tendances dans le cas ou w = 64.

Pour w = 32 ou w = 64, si on compare la colonne de X3 avec les autres colonnes,
il semble que 'uniformité de ces générateurs soit, de fagcon générale, moins bonne que
celle des générateurs qui utilisent X7, X5 ou X5. On remarque que X3 est le produit de
deux matrices de la forme (I+D?) et d’une matrice (I+GY), alors que les autres sont le
produit de deux matrices de la forme (I +G9) et d’'une matrice (I + D?). Remarquons
également que pour le critere d’équidistribution, I'uniformité au niveau des premiers
bits de la sortie est tres importante. Si elle n’est pas atteinte, alors I’équidistribution
des bits subséquents ne sera pas bonne non plus. La multiplication y = (I + D%)x
fait en sorte que les d premiers bits de y sont exactement les mémes que ceux de x.
Ainsi, cette transformation linéaire n’est pas tres utile pour faire varier les bits les plus
significatifs. Par contre, la multiplication y = (I + GY)x permet d’obtenir un vecteur
y pour lequel les w — g premiers bits sont possiblement différents de ceux de x. Ainsi,
la multiplication y = (I + G9)x est plus efficace que y = (I + D%)x pour mélanger
les bits les plus significatifs. Par contre, comme il a été écrit précédemment, il n’est
pas possible d’avoir un générateur pour lequel X est le produit de trois matrices de
la forme (I + GY) puisque le polynome caractéristique de ces matrices n’est jamais

irréductible.

Nous avons testé tous les générateurs basés sur la matrice X; contenus dans les
tableaux 8.5 et 8.6 avec la batterie de tests Smallcrush de la bibliotheque TestUO1.
Quand w = 32, la plupart échoue plusieurs tests malgré le fait que les tests contenus
dans Smallcrush ne soient pas des plus exigeants. C’est une des deux raisons princi-
pales pour lesquelles on ne peut recommander aucun des générateurs de type I avec
w = 32 (pas seulement ceux avec X7, mais aussi ceux avec Xo, ..., X15). L’autre raison
est leur période trop courte : 232 — 1 est insuffisant pour n’importe quelle application

de simulation le moindrement sérieuse.
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Pour les générateurs de type I avec w = 64, le probleme de la période est moins
criant (malgré qu'une période de 2% — 1 est considérée petite par rapport a celle
d’autres générateurs modernes). On a testé tous les générateurs basés sur X; qui sont
donnés dans les tableaux 8.7-8.13. La plupart de ces générateurs ne passent pas la
batterie de tests Smallcrush. En fait, seulement 130 générateurs sur les 275 générateurs
passent avec succes tous les tests de la batterie Smallcrush. Ceux qui performaient le
mieux par rapport a 1’équidistribution font partie de ceux qui ont le mieux performé
par rapport a cette batterie, comme on aurait pu s’y attendre. Par exemple, les 10
premiers triplets du tableau 8.7 donnent des générateurs basés sur X; qui passent
la batterie Smallcrush. Afin de vérifier la robustesse de ces 10 générateurs, nous leur
avons fait passer la batterie de tests Crush. Deux tests se sont avérés difficiles a passer
pour ces générateurs : les tests numéro 1 et 2. Soit p; et ps, les deux p-valeurs obtenues
pour un générateur a chacun de ces tests. Ces p-valeurs sont données au tableau 8.14.
Quand il n’y a rien d’inscrit pour une p-valeur et un générateur donnés, ceci indique
que la p-valeur n’est pas suspecte. Le symbole € indique que la p-valeur obtenue est
inférieure & 1073, Les quatres derniers générateurs donnés & ce tableau sont tels
que V = 3, la meilleure valeur observée. Ces quatres générateurs performent bien par
rapport aux tests numéro 1 et 2, mais chacun a une faiblesse a un ou plusieurs tests
de la batterie Crush. Par exemple, au test numéro 3, le triplet (23,17, 25) montre une

p-valeur de 2 x 1071%° ce qui est évidemment inacceptable.



Tableau 8.5 — Valeur de V' pour tous les générateurs de type I basés sur Xq, ...

avec w = 32.

(a,b,c) X1 X2 X3 X5 | moyenne
(5,21,12) | 4 4 6 2 4.0
(1,17,13) | 5 3 8 2 | 45
(2,9,15) | 1 4 13 2 5.0
(5,17,13) | 5 2 9 5 5.2
(5.15.17) | 5 4 10 3 5.5
(6,17,9) | 5 3 12 4 6.0
(11,7,,16) | 1 1 17 6 6.2
(2,515 | 2 2 20 3| 68
(5.7.22) | 4 4 17 3| 70
(6,21,13) | 5 4 10 9| 70

(5,9.7 | 7 6 11 6 7.5
(5,13,6) | 8 8 8 6 7.5
(3.5,200) | 1 6 22 3| 80
(8923 | 9 5 13 5 8.0
(9.525) | 3 5 23 2| 82
(9.5.14) | 3 4 24 3 8.5
(11,21,13) | 4 5 19 6 8.5
(1,11,16) | 8 8 9 10| 88
(2,21,9) | 8 7 10 10| 88

(3,13.7) | 9 8 7 11| 88
(4.5,15) | 4 7 24 1 9.0
( 10, 9, 25) 8 3 15 10 9.0
(2.7.9) | 8 9 13 7 9.2
(2,5,21) | 6 6 21 6 | 98
(3.522) | 5 7 22 5 9.8
(6,2,7) | 9 9 11 10| 98
(11,7,12) | 7 7 18 8 | 10.0
(12,9.23) | 5 6 20 9 | 100
(7,13,25) | 7 7 18 9 | 102
(90.11,19) | 7 9 16 9 | 102
(7.25.12) | 4 8 16 14| 105
(9.21,16) | 8 12 15 7 | 105
(5,27,8) | 7 7 23 6| 108
(7,17,21) | 6 12 12 14| 110
(3.27.11) | 6 7 24 8 | 112
(13,17,15) | 11 8 17 9 | 112
(2,7,7) |11 9 16 11| 118
(43)17) | 3 6 32 6 | 118
(10,9,21) | 9 9 19 10| 118
(13, 5, 19) 6 6 30 5 11.8
(5,3,21) | 4 9 35 1 | 122

312

7Xl2



Tableau 8.6 — Valeur de V' pour tous les générateurs de type I basés sur Xi, ...

avec w = 32 (suite).

(a,b,c) X7 X2 X3 X5 | moyenne
(2,7,25) 10 14 16 10 12.5
(5,9,28) |10 13 13 14| 125
(13,3,17) | 3 5 37 5 | 125
(1,5,19) | 8 9 22 12| 128

(17.15,23) | 5 7 29 11| 130
(1,11, 6) 17 15 8 13 13.2
(3.5,25 |10 10 22 11| 132
(5,27,21) | 8 8 20 9 | 135
(1,5,16) 1 11 22 11 13.8
(13,3,27) | 5 5 37 9 | 140
(1,3,10) |10 9 32 8 | 148
(2,15,17) | 14 16 17 16 | 158
(2,15,25) | 16 17 16 14 15.8
(6,3,17) 8§ 10 37 8 15.8

(7,1,9) | 3 4 5 1| 160
(17,15,20) | 11 10 29 14 16.0
(17,15,26) | 11 11 29 13 16.0
(3,1,14) | 4 2 5 4 | 165
(3.7.29) | 17 18 16 17| 17.0
(3,25,24) | 16 15 22 15 17.0
(5,9,31) | 19 20 13 18| 175
(6.1.11) | 7 4 5 5 | 180
(5,27,25) | 11 13 29 20| 182
(7.25.20) | 15 18 21 19 | 182
(4,3,27) |12 14 37 13| 19.0
(14,13,15) | 16 16 27 18 19.2
(5,27,28) | 16 15 29 18 19.5
(7,1,25) | 6 8 56 8 | 195
(3,23,25) | 15 21 29 16| 20.2
(7,1,18) | 9 11 5 9 | 21.2
(8,7,23) |13 11 23 41| 220
(1,19,3) |25 28 17 26| 24.0
(3, 3,26) 21 19 37 19 24.0
(3,3,28) | 16 31 37 22| 265
(1,9,29) [ 29 30 20 29 27.0
(14,1,15) | 20 19 56 22 29.2
(3,3,20) | 23 37 37 24| 302
(1,21,20) | 33 33 32 33| 328
(15,1.29) | 24 24 56 28 | 33.0
(1,27.27) | 48 48 52 47 | 488
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Tableau 8.7 — Valeur de V' pour tous les générateurs de type I basés sur Xq, ...
avec w = 64.

(a,b,c) X1 X2 X3 X5 | moyenne
(9,21,40) | 7 4 19 6 | 90
(6,23.27) |10 6 19 3 | 95
(5.23.36) | 6 7 18 8 | 98
(11,27,26) | 5 9 18 7 | 98
(8,37,21) | 7 8 16 9 | 10.0
(11,23,42) | 7 6 20 7 | 100
(11,31,18) | 9 6 16 10 | 102
(5,15,27) | 7 2 29 4 | 105
(8,29,19) | 11 12 11 8 10.5
(12,43,19) |12 7 16 7 | 105
(9,21, 20) 9 § 16 10 10.8
(16,25,43) | 5 8 21 9 10.8
(15,17.27) | 6 3 30 6 | 11.2
(16,21,35) | 6 4 26 9 | 112
(19,43,27) | 7 3 25 10| 112
(15,21.46) | 4 5 29 9 | 118
(13,10,28) | 6 7 29 6 | 120
(13.29.35)| 5 8 25 10| 12.0
(813,25 | 4 5 36 4 | 122
(12,25,27) | 4 6 32 7 | 122
(14,23.33) | 8 7 26 8 | 12.2
(11,29,14) | 12 12 15 11 12.5
(13,35,30) | 13 13 15 9 | 125
(13,21,18) | 8 9 28 6 12.8
(4,35,21) | 14 14 12 12 13.0
(14,15,19) | 8 8 30 6 | 13.0
(6,43,21) | 12 10 20 12 13.5
(8,15,21) 8 6 30 10 13.5
(851,21) | 7 6 33 8 | 135
(17,27,22) | 6 5 32 11| 135
(7,19,17) | 12 12 19 12 13.8
(14,13,17) | 7 8 36 6 | 142
(3,21,31) | 11 13 20 14 14.5
(21,17,24) | 7 6 36 10 | 148
(21,17,48) | 11 5 35 8 | 148
(13,19,47) | 6 7 37 10 15.0
(17,23,29) | 10 8 33 9 15.0
(21,15,29) | 8 4 44 4 15.0
(23,13.38) | 3 4 49 4 | 150
(4,37,21) | 18 14 17 12| 152
(5.47.23) | 8 10 33 10| 152
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Tableau 8.8 — Valeur de V' pour tous les générateurs de type I basés sur Xi, ...
avec w = 64 (suite).

(a,b,c) X1 Xo X3 X5 | moyenne
(11,13,40) | 8 6 40 7 | 152
(13,47.23) | 9 7 32 13| 152
(16,11,19) | 4 7T 44 6 15.2
(18, 25 21) | 10 9 28 14 15.2
(13.21.49) | 8 11 33 10| 155
(19,15, 46) | 4 4 45 9 | 155
(21,9,20) | 4 3 51 4| 155
(23,17,25) | 3 4 47 10| 16.0
(24,31,35) | 7 5 40 12| 16.0
(4,41,19) | 14 17 20 14 16.2
(5,33.29) | 12 11 29 13| 162
(9,29,12) | 16 19 15 15 16.2
(19,25,20) | 13 12 22 18 16.2
(17,45,22) | 11 6 26 23 16.5
(11, 25,48) | 8 20 24 15 16.8
(6,49,29) | 11 7 34 16| 17.0
(7,938) | 4 5 53 6 | 170
(11,9,34) | 6 5 52 5 | 170
(21,17,30) | 7 5 47 9 | 170
(24,11,20)| 9 5 50 4 | 170
(3,25,20) | 17 17 18 17 | 172
(8,31.17) | 19 21 9 20| 172
(15,45, 17) | 15 16 29 9 | 17.2
(29,27,37) | 9 12 36 13 17.5
(13,51,21) | 6 6 46 13 17.8
(2 13, 23) 14 11 34 13 18.0
(5.45.16) | 17 16 20 19 | 18.0
(8 9,25) | 5 4 52 11| 180
(9,21,11) | 18 18 19 17 | 180
(10,7.33) | 3 4 63 2 | 180
(23,41,34)| 9 9 30 24| 180
(13,9,15) | 9 8 49 7 | 182
(17,47,28) | 9 9 44 11| 182
(7,51,24) | 10 12 38 14 18.5
(7.11,35) | 4 8 51 12| 188
(9,20.37) | 13 17 21 24 | 188
(21,13,52) | 11 13 44 8 | 19.0
(5,41,20) | 19 17 25 16 19.2
(6, 17 47) | 18 16 26 17 19.2
(3.37.17) | 20 19 21 18| 19.5
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Tableau 8.9 — Valeur de V' pour tous les générateurs de type I basés sur Xi, ...
avec w = 64 (suite).

(a,b,c) X1 Xo X3 X5 | moyenne
(9,27,10) | 21 20 17 20 19.5
(4,35,15) | 22 27 11 20 20.0
(4,43,21) | 19 16 28 18 20.2
(16, 11,27) | 13 8 49 11 20.2
(11,9,14) | 9 13 51 9 | 205
(15,49,26) | 8 6 42 27| 208
(24,935 | 8 6 59 10| 208

(5,9,23) |11 12 50 11| 21.0
(15,13,52) | 12 12 44 16 21.0
(19,13.37) | 6 7 60 11| 21.0
(25,11,57) | 8 10 54 12 21.0
( 10, 53, 13) 14 12 43 16 | 21.2
(21,15,28) | 8 5 48 24 21.2
(9,19,18) | 13 17 33 23 21.5
(13,7.17) | 5 7 68 6 | 215
(13,35,38) | 15 18 33 20| 215
(18,41,23) | 13 17 38 19 21.8
(23.17.54) | 7 5 61 14| 218
(13,9,50) | 10 13 52 13 22.0
(15,13,28) | 14 9 45 20 22.0
(25.15.47)| 6 5 59 18| 22.0
(3,29,40) | 19 19 31 20 | 222
(14,47,15) | 12 17 44 17 | 225
(17,47,29) | 12 11 46 22 22.8
(11,15,37) | 10 23 38 22 23.2
(7,43,28) | 14 23 34 23| 235
(23,13,58) | 15 12 49 18 | 235
(3,35,14) | 28 24 15 28 23.8
(7.41,40) | 15 16 44 21 | 24.0
(19,7.36) | 8 10 71 7 | 240
(9,5,43) | 9 4 78 6 | 242
(9.718) | 9 13 66 9 | 242
(16,13,55) | 19 22 40 16 24.2
(25,9,39) | 9 8 65 15| 242
(7,19.54) | 22 31 20 25| 245
(23,17,56) | 9 12 61 16 | 24.5
(4,7,19) | 13 13 59 14| 248
(6,55,17) | 15 14 52 18 | 248
(16,5.17) | 6 4 80 9 | 248
(17,23,52) | 15 22 43 19 24.8
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Tableau 8.10 — Valeur de V' pour tous les générateurs de type I basés sur Xi, ...
avec w = 64 (suite).

(a,b,c) X1 Xo X3 X; | moyenne
(5,17,11) | 26 25 23 26| 25.0
(19,7.55) | 8 11 71 11| 252
(4,37,11) | 28 26 20 28| 255
(12,7,13) | 11 15 61 15| 255
(25.33,36) | 15 20 46 21| 255

(7.33.8) | 27 26 20 31| 26.0
(25,13,20)| 6 10 8 8 | 262
(1,19,16) | 27 32 19 28 | 265

(7,5.41) | 8 10 79 9 | 265

(7.23,8) |30 31 17 28| 265
(2,43,27) | 24 24 36 23 26.8
(7,11,10) | 23 23 41 21 27.0
(11, 5, 34) 9 6 88 ) 27.0

(6, 27, 7) 33 33 13 31 27.5
(20,5,29) | 8 7 8 8 | 2715
(25.7.49) | 11 14 68 18| 278
(1,23,14) | 31 30 22 29| 280

(3,5,21) 11 13 77 11 28.0
(4,15,51) | 27 26 30 29| 280
(11,5.45) | 8 9 8 7 | 280

(9, 5 36) | 11 11 78 14| 285
(3,2 , 31) 22 34 34 25 28.8
(3.43,11) | 31 29 23 32| 288
(12, 11, A7) | 19 19 54 23| 28.8
(1,13,45) | 27 30 36 24 29.2
(9,41, 45) 14 21 53 29 29.2
(19, 21 52) | 9 11 57 41 29.5
(23,09, 38) 4 4 105 5 29.5

(4,9, 13) 25 22 50 22 29.8
(4,15,53) | 29 27 35 28 29.8
(4,20.45) | 24 33 30 32| 298
(115.32) | 3 3 106 7| 208
(1,23,29) | 25 26 42 27 30.0
(11 53 23) | 19 20 55 26 30.0
(12,39,49) | 17 23 54 27| 302
(28,11,53) | 15 12 62 32 30.2
(5,11,54) | 27 29 40 27| 308
(11,5.43) | 7 5 106 5 | 308
(23.9,48) | 13 11 89 12| 312
(13,13,19) | 24 32 59 12 31.8
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Tableau 8.11 — Valeur de V' pour tous les générateurs de type I basés sur Xi, ...

avec w = 64 (suite).

(a,b,c) X1 X2 X3 X; | moyenne
(3,51,16) | 26 33 37 32 32.0
(7,7,20) | 16 17 81 14| 320
(7,57,12) | 21 18 70 20 32.2
(17,15,58) | 25 22 61 21 | 32.2
(23,9,57) | 5 12 105 7 | 322
(25.7.46) | 20 21 68 21| 325
(16.7.39) | 14 11 75 31| 328
(25,21,44) | 26 24 57 24 32.8
(7.5,47) | 18 18 78 19| 332
(23,13,61) | 23 42 49 20 | 335
(4,43,31) | 27 31 47 32 34.2
(15,5.37) | 11 17 93 16| 34.2
(16,27,53) | 15 52 39 31 | 342
(1,11,50) | 31 36 42 31| 350
(10,27,59) | 31 35 35 39 35.0
(4,20,49) | 32 45 32 37| 365
(3,29,49) | 39 35 36 37 36.8
(7,25,58) | 39 43 28 38 37.0
(9,23,57) | 30 56 33 29 37.0
(12, 3, 13) 9 12 113 15 37.2
(23,17,62) | 27 30 61 31 37.2
(7,13,58) | 34 39 42 35 37.5
(19,41,21) | 34 33 48 36| 37.8
(21,41,23) | 36 34 45 38| 382
(31,27,35) | 31 38 48 36 38.2
(4,31,33) | 37 36 47 34 | 385
(13,3,40) | 16 16 107 18 39.2
(8,13,61) | 40 39 37 42 39.5
(3,29.47) | 36 55 32 38| 402
(31,25,37) | 34 33 54 41| 405
(15, 19,63) | 41 44 35 43 | 40.8
(4,53,7) | 43 40 41 40| 41.0
(13,3,53) | 18 18 107 21| 41.0
(21,21,34) | 34 40 56 34| 4L0
(25.39.54) | 31 33 61 39| 41.0
(1,11,35) | 37 40 50 38 | 41.2
(135, 11) | 40 37 47 43 | 418
(12,3,49) | 14 23 113 17 41.8
(1,9,50) | 40 41 50 38 | 422
(16,47,17) | 39 38 50 43 | 425
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Tableau 8.12 — Valeur de V' pour tous les générateurs de type I basés sur Xi, ...

avec w = 64 (suite).

(a,b,c) X1 X2 X3 X; | moyenne
(15,47,16) | 37 39 59 39 43.5
(5,53,20) | 22 48 50 55 43.8
(22,3.39) | 28 21 107 19| 43.8

(3,53,7) | 44 43 44 45| 440
(17.47.54) | 29 32 76 40 | 44.2
(23.41.51) | 30 36 65 46 | 44.2

(85,59) | 34 34 77 33| 445
(18,3,43) | 47 7 113 12 | 448
(13,17,43) | 24 86 38 32 | 450
(17,23,51) | 27 31 8 37 45.8

(1,7,44) | 37 47 64 37| 462
(1,20,34) | 47 49 44 45| 462

(7,5,55) | 32 33 80 41| 465
(15,23,23) | 41 36 73 36 46.5
(1,51,13) | 45 45 53 45| 47.0
(3,61,17) | 27 27 107 27 47.0

(1,7.9) |44 47 59 43| 482
(3,61,26) | 31 25 104 33| 482
(5.59.33) | 34 34 87 39| 485

(1,7,46) | 42 47 64 43| 490

(6,1,17) | 16 13 153 14 | 49.0
(12,1,31) | 15 11 153 19 49.5

(6,3, 49) 34 24 113 29 50.0
(33,31,43) | 32 30 94 44 50.0

(13,43, 6) 52 50 48 53 50.8

(1,19.6) | 61 64 23 61| 522

(9,1,27) | 20 19 153 18 92.5
(1,59,14) | 45 42 81 43 52.8
(3,25.56) | 54 63 44 57| 545
(7,27,59) | 58 62 47 59 96.5
(14,31,45) | 51 60 60 56 | 56.8
(3,13,59) | 60 58 49 63| 575
(15,1,19) | 27 24 153 29 08.2

(3,43,4 64 62 49 59 58.5
(8,25,59) | 61 64 47 63 58.8

(3,1,11) | 28 31 153 31 | 608
(11,23,56) | 61 68 53 64 61.5
(25,13,39) | 58 56 81 52 61.8
(21,21,37) | 56 67 76 53| 63.0
(25,13,62) | 55 56 81 60 63.0
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Tableau 8.13 — Valeur de V' pour tous les générateurs de type I basés sur Xi, ...

avec w = 64 (suite).

(a,b,c) X, X5 X3 X5 | moyenne
(2,31,51) | 67 61 67 59 63.5
(28,9, 55) 47 50 105 52 63.5
(1,35,5 | 71 68 49 70 | 645
(21,21,38) | 60 68 76 57 65.2
(33,31,55) | 53 53 94 66 66.5
(2,31, 53) 73 61 67 66 66.8
(18,1.25) | 40 33 153 41 | 66.8
(149, 15,61) | 60 59 76 73 67.0
(43,21,46) | 50 50 113 60 68.2
(18,19,19) | 67 68 74 71 70.0
(5,59, 35) 99 59 106 61 71.2
(1,15, 4) | 82 81 30 97 | 725
(20,1,31) | 44 44 153 53 | 735
(21,21,32) | 71 71 85 71 | 745
(4,41,45) | 66 75 90 68 | 748
(1,3, 45) 63 72 103 62 75.0
(25,27,53) | 79 79 67 &4 77.2
(21.21.40) | 75 79 85 76 | 788
(21,1,27) | 49 57 153 59 | 795
( 55,9, 56) 70 69 105 83 81.8
(25,27,27) | 82 84 76 88 82.5
(1,53, 3) 90 &89 85 89 88.2
(2,47,49) | 8 93 108 88 94.2
(1,35, 34) 94 93 97 94 94.5
(1,45,37) | 100 100 91 100 97.8
(5,59,63) | 92 92 106 104 98.5
(31,1, 51) 78 80 153 93 101.0
(1,15,63) | 122 123 53 122 105.0
(21,21,41) | 105 109 112 109 108.8
(24,25,25) | 112 113 95 115 108.8
(21,21,43) | 110 111 113 109 110.8
(1,1, 54) 106 116 153 107 120.5
(1,1, 55) 110 116 153 109 122.0
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Tableau 8.14 — Les p-valeurs p; et p, obtenues par les dix premiers générateurs basés

sur X; de la table 8.7.

(a,b,c)

b1

D2

(9, 21, 40)
(6,23, 27)
( 5, 23, 36)
(11, 27, 26)
(8,37, 21)
(11, 23, 42)
(11, 31, 18)
(5, 15, 27)
(8,29, 19)
(12, 43, 19)
( 23, 17, 25)
( 23, 13, 38)
(10, 7, 33)
(11, 5, 32)

1.9 x 1016

2.5 x 10746

8.0 x 1071
4.1 %107
€

3.9x 1076
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8.4.2 Générateurs de type II

Pour les générateurs de type II, nous avons calculé V' pour tous les générateurs
qui ont été proposés par Marsaglia [60]. Les résultats de ces calculs sont donnés dans
la premiere colonne du tableau 8.15. Dans ce méme tableau, on donne la valeur de
V' pour les générateurs basés sur (A, By,m = 1), (Ay, Bo,m = 1) et (A4, By,m = 1)
que procurent les triplets proposés par Marsaglia. Ils se trouvent dans la premiere
colonne de ce tableau. Les autres colonnes donnent la valeur de V' pour les autres
générateurs, de méme période, qui sont basés sur (A, By,m = 1) et (Ay, By, m = 1).
A noter que les générateurs basés sur (Ag, Bo,m = 1) et (Ay, By, m = 1) n’ont pas été
identifiés par Marsaglia et que nous mettons ces résultats pour satisfaire la curiosité

du lecteur.

Nous avons testé avec la batterie Smallcrush tous les générateurs basés sur (Ay, By,
m = 1) proposés par Marsaglia, soit ceux de la premiere colonne du tableau 8.15. Tous
ces générateurs, sauf un, échouent soit le test numéro 4, soit le test numéro 5. Au
tableau 8.15, nous donnons les p-valeurs obtenues pour ces deux tests, soit py et ps. Le
symbole € indique que la p-valeur obtenue est inférieure & 1073%. Pour le générateur
basé sur le triplet (23,24, 3), les p-valeurs ne sont pas suspectes pour aucun de tests
de Smallcrush. Pour le tester davantage, nous lui avons fait passer la batterie de tests

Crush. Pour le test numéro 7, le générateur échoue avec une p-valeur inférieure a

107300.

Au tableau 8.16, nous donnons les meilleurs générateurs de type II par rapport au
critere V pour r = 2,3, 4,5, 8,12, 25. Rappelons que la recherche a été faite de maniere
exhaustive. On remarque une nette amélioration du critéere V' par rapport a ceux qui
sont proposés par Marsaglia. Par exemple, quand r = 5, la meilleure valeur de V'
des générateurs proposés par Marsaglia était 111 et le meilleur possible est V = 18
donné par ((I + D7)(I + G'"), (I + G**),m = 1). En observant le tableau 8.16, on

remarque qu’un seul générateur est tel qu’il utilise deux matrices de la forme (I + D?).
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Ceci pourrait s’expliquer, comme il a été écrit précédemment, par le fait que cette
transformation ne mélange pas tres bien les bits les plus significatifs (sauf, peut-étre,

pour le cas qu’on vient d’identifier).

En ne considérant que le critere V', on peut obtenir de tres bons générateurs de
type II. Le TT800 [67], un TGFSR considéré comme un tres bon générateur de période
2800 _ 1 donne une valeur de V = 261. On peut voir, dans le tableau 8.16, que les
meilleurs qui ont la méme période, soit ceux avec r = 25, ont tous une valeur de V'
plus petite. Par exemple, le générateur basé sur ((I + D®)(I +G'"), (I +G'®),m =9)
obtient V' = 123, ce qui est nettement inférieur a la valeur obtenue par le TT800.
Egalement, on remarque qu’aucun tempering n’est appliqué a la sortie du générateur,
au contraire de TT800. On pourrait s’attendre a une implantation plus rapide pour

ce générateur que celle du TT800 pour cette raison (voir & la fin du chapitre pour les

temps d’éxécution des générateurs).

On a appliqué les batteries de tests Smallcrush et Crush a tous les générateurs
qui sont dans le tableau 8.16. La plupart des générateurs ont passé tous les tests de
Smallcrush, sans aucune valeur suspecte. Nous leur avons fait passer la batterie de

tests Crush.

La grande faiblesse des générateurs du tableau 8.16 est qu’il ne réussissent pas a
passer les tests du rang de la matrice. Nous avons fait passer le test numéro 8 (test
du rang de la matrice dont il est question dans la remarque de la section 2.7) a tous
les générateurs dont r > 8 et seuls les générateurs 21, 22, 26, 27, 28 et 29 ont réussi
le test. Ainsi, aussi pour les générateurs dont » = 12 ou r = 25, plusieurs d’entre eux
ne réussissent pas a passer le test numéro 9, un autre test sur la distribution d’une
matrice aléatoire, sauf les générateurs numéro 22, 28 et 29 du tableau 8.16. Pour les
générateurs avec r < 12, on ne rapporte pas le résultat du test puisqu’il est normal

qu’il ait échoué. C’est pourquoi, on a mis un « —» pour ceux-ci.
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Pour les générateurs dont r = 2, 3,4 ou 5, ils échouent tous soit le test numéro 6,
soit le test numéro 7. Soient pg et pr, les p-valeurs obtenues pour ces deux tests. Au

tableau 8.16, on présente les résultats obtenus pour ces deux tests.

Pour résumer les résultats obtenus par les générateur du tableau 8.16 aux tests
statistiques contenus dans les batteries Smallcrush et Crush, on pourrait dire que
seuls quatre générateurs ont réussi a les passer tous. Ces sont les générateurs numéro
21, 22, 28 et 29. Nous avons fait passser également la batterie Bigcrush a ces quatres

générateurs et ils ont réussi a passer tous les tests contenus dans cette batterie.

Tableau 8.15 — Valeur de V' pour tous les générateurs de type II proposés par Marsa-
glia [60] basés sur (A;, B;) pour i = 1,2,4 avec w = 32 et m = 1.

(a,b,¢) (A1, B1) (A2,B2) (A4, By) P4 Ps
r=2

(10, 13, 10) | 27 58 28 € 52 x 1077
(8,9,22) |11 35 7 €

(2,7,3) 38 92 39 €

(23,3,24) |37 62 37 €
r=3

(10, 5,26) | 67 97 68 €

(13,19,3) |36 63 27 €

(1,17,2) |47 190 47 €

(10,1, 26) |81 61 82 €

r=+4

(5,14,1) |68 117 67 €

(15,4,21) |41 78 30 2x 1073
(23,24,3) |85 135 85

(5,12,29) |48 167 41 €

(11,8,19) |32 69 26 € 0.9963
r=29

(2,1,4) 164 247 165 €

(7,13,6) | 111 152 100 €

(1,1,20) | 164 322 164 €
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Tableau 8.16 — Valeur de V' pour les meilleurs générateurs de type II avec w = 32 et
r=2,3,4,58,12,25.

No|r m|B A Vv pr D6 P9 | Ps
1 |2 1 |({I+GYh (I+D¥([I+GY) |4 33x10712 [ 24x107% | - | -
2 |2 1 |({I+GY (I+GNHI+D3) |7 [66x10712|43x107%| — | -
3 12 1 |{I+DH(I+G% (I+G*) 7 € - | -
4 |2 1 |([IT+G@HI+D% (I+GY7) 7 5.4 x 1077 € -] -
5 [3 1 [(T+G%) (I+DH(I+GB) |11 € -1 -
6 [3 1 |([I+G%) (I+GMNY(I+D") |12 | 1.0x 1073 € - | -
7 13 1| ([I+GB) (I+D"(I+GY) |12 € - | -
8 [3 1 | ([I+aG™M (I+D%(I+G'¥) |13 € - | -
9 [4 1 [T+DHI+GY) (I+GY) 13 € —- | -
10 4 1 |(I+DHI+GY) (I+aGY) 17 € -] -
114 1 |(I+G7 (I4+D>(I+G"Y?) |17 € - | -
12 |4 1 |(I+GY) (I+ D15)(I +G7) |19 | 6.5x 1077 -] -
1314 1 |({I+GHUI+D) (I+GY) 19 | 6.5 x 10712 € - | -
4[5 1 |({I+DHYI+GY) ([I+G%M) 18 € - | -
55 1 |({I+DY(I+GY) (I+G%) 19 € - | -
6 |5 3 |({I+G)UI+D% (I+G*) 25 € - | -
1715 3 |(I+DHUI+G° (I+G*) 25 € -] -
1818 3 |(IT+D¥®I+GP) (I+G¥ 45 ~ | e
19 |8 3 |(I+DMHI+GT) (I+G¥ 48 — | €
20 |8 1 | (I+DHI+GY) (I+G1) 52 - | e
21 |8 1 | (I+DMIT+G® (I+G?*) 54 -

22 |12 5 | (I+G*M)(I+ DY) (I+GY 74

23 |12 5 | I+DH(I+G") (I+G?) 79 e | e
24 |12 1 |(I+DHI+G)) (I+G9®) 84 €| €
25 |12 5 | I+GH(I+D% (I+G*) 90 €| €
26 |25 9 | (I+D®H(I+GM (I+G5¥) 123 €

27 |25 9 | I+GM(I+D®¥ (I+G'®) 137 €

28 |25 7 | (I+G?) (I+D¥)(I+G®) | 155

29 |25 2 | (I+G'Y) (I +DB)(I+G*¥) | 158




326

8.4.3 Générateurs de type 111

Pour les générateurs de type III, nous avons effectué les mémes recherches que
pour les générateurs de type II. Nous avons cherché, de maniere exhaustive, tous
les générateurs qui utilisent la récurrence (8.7) pour r = 3,4,5,8,12,25. Les pa-
rametres des meilleurs générateurs trouvés par rapport au critere V' sont donnés au
tableau 8.17. A période égale, on remarque que les valeurs de V' sont un peu plus
élevées pour les meilleurs générateurs de type III que pour les meilleurs générateurs
de type II. On remarque également que tous les générateurs du tableau 8.17 utilisent
deux matrices (I + GY) et une seule matrice (I + D?), comme pour la trés grande

majorité des meilleurs générateurs de type I et type II.

Nous avons fait passer les tests contenus dans les batteries Smallcrush, Crush et
Bigcrush a tous les générateurs contenus dans le tableau 8.17. Les résultats obtenus
par les générateurs aux tests contenus dans Smallcrush ne permettent pas de rejeter
I’hypothese nulle pour aucun des générateurs. La batterie de tests Crush a detecté une
faiblesse qui semble se généraliser pour les générateurs avec r < 5. Au test numéro 6,
la plupart des générateurs ont obtenu des p-valeurs lamentables. Ce test, qui mesure
les dépendances des poids de Hamming entre les valeurs produites par le générateur,
tend a démontrer que la récurrence ne mélange pas assez les bits d'une itération a
I’autre. En fait, parmi ces douzes générateurs, seuls les générateurs numéro 7, 8, 11
et 12 ont passé ce test. Egalement, plusieurs générateurs avec r < 8 ont échoué le
test numéro 10. Seuls les générateurs numéro 7, 8, 11 et 14 ont réussi ce test. Pour
les générateurs dont r > 12, nous n’avons pas trouvé de tests qui mettent en doute

I’hypothese nulle.
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Tableau 8.17 — Valeur de V' pour les meilleurs générateurs de type III avec w = 32 et

r=3,4,5,8,12,25.

Nol|[r mo my HY H{ HS |V |ps]pwo
1 [3 1 2 G G* DY |29 e |e
2 |3 1 2 D3 G GM |36 |e |e
3 |3 1 2 G D' GY |37 |e |e
4 13 1 2 G D% G6|37 |e |e
5 |4 1 3 G DT GT[22 e |e
6 |4 1 2 G DT G2 |25 |e |e
7 14 1 3 G G* DUjoasg
8 |4 2 3 @G°* DU @8 |2
9 |5 1 2 G D3 GY[30 |e |e
1005 2 3 DT G* G |33 |e |e
11{5 1 4 G° DU G |44
12|55 1 2 G* G3 D° |48 €
13/8 1 2 D' G? @& |55 €
418 2 5 G DY G* |55
158 1 3 G G* D7 |65 €
68 1 5 G GY D° |68 €
17 112 2 3 G DU G* |96
18 |12 5 11 G G¥ DY | 100
19 (12 7 9 G¥ DU G5 | 102
20 |12 5 100 G° G¥ D103
21 |25 4 10 G* DU @7 | 186
22 |25 5 24 @G5 DY @G¥ 188
23 125 7 24 @G5 DY @G¥ 190
24 |25 5 16 GY DY @G° |219
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8.5 Performances

Nous avons implanté, en language C, des générateurs de type I, IT et III et les
avons chronométrés. La période du générateur de type I est de 232 — 1 et celle des

2800 _ 1. Les implantations ne sont pas des

générateurs de types II et III est de
macros, comme il est expliqué dans article original de Marsaglia [60], mais comme
des fonctions qui retournent une valeur de type double. Les macros ne sont utiles
que pour des générateurs de petite période. Le test de vitesse est le méme que celui
expliqué a la section 5.13. Le tableau 8.18 donne la vitesse de chacun des générateurs.
Nous avons reproduit tous les temps du tableau 7.13 pour fins de comparaisons.
En examinant le tableau 8.18, on remarque que les générateurs de Marsaglia sont
rapides comparativement aux autres générateurs. Mais le gain en vitesse obtenu en

se restreignant a seulement trois décalages de bits et trois ou-exclusifs bit-a-bit n’est

pas vraiment spectaculaire.

8.6 Conclusion

Le point a retenir de I’étude des générateurs qui n'utilisent que trois décalages de
bits, tels que décrits dans ce chapitre, est que ceux-ci ne mélangent pas suffisamment
I’état d’une itération a I’autre pour obtenir des générateurs dans lesquels nous pouvons

avoir confiance.

Les générateurs de type I n’ont pas des périodes assez longues pour des applications
sérieuses. De nombreuses faiblesses ont été détectées pour les meilleurs générateurs
(par rapport a I’équidistribution) de type II, méme pour des périodes immenses de
I'ordre de 28%° — 1. Pour ceux qui ont passé tous les tests statistiques, il n’est pas
recommandé de les utiliser puisqu’ils possedent la meéme structure et sont suscep-

tibles d’échouer d’autres tests statistiques. Pour les générateurs de type III, ceux-ci
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Tableau 8.18 — Temps nécessaire pour itérer 10° fois et additionner tous les nombres

aléatoires produits.

Générateur Temps (s)

Générateur xorshift de Type | 32.4
Générateur xorshift de Type II  36.5
Générateur xorshift de Type III  34.7

F2wLFSR2_32_800 39.5
F2wPolyLCG2_32_800 36.4
F2wPolyLCG2-32_800(*) 31.3
F2wLFSR3_7_800 32.8
F2wPolyLCG3_7_800 40.7
FowPolyLCG3.7_800(*) 33.0
WELLRNGb512a 36.0
WELLRNG607a 38.1
WELLRNG607a(b) 36.9
WELLRNG800a 40.7
WELLRNG1024a 36.0
WELLRNG19937a 36.9
WELLRNG19937a(b) 42.2
WELLRNG44497a 41.3
WELLRNG44497a(b) 50.7
TT800 44.0
MT19937 31.6

MRG32k3a 101
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semblaient plus robustes quand la période dépassait 22°® — 1, mais peut étre n’avons
nous pas été assez imaginatif pour trouver un test simple pour lequel ces générateurs
échouent. Les nombreuses faiblesses des générateurs de type III de plus petite période

n’ont rien de rassurant.

En définitive, nous ne recommandons aucun générateur dont nous faisons mention
dans ce chapitre, méme ceux qui démontrent la meilleure équidistribution et qui

passent les tests statistiques contenus dans les batteries de tests de TestuOl1.



Annexe A

Définitions relatives aux corps finis

Beaucoup de générateurs sont basés sur une récurrence linéaire dans un corps fini.
Le livre de Lidl et Niederreiter [56] couvre la majorité des aspects mathématiques
des corps finis discutés dans cette these. Les trois prochaines définitions menent a la

définition de corps fini.

Définition A.1. [71] Groupe.

Un groupe est un ensemble G sur lequel est défini une opération « + » qui est
associative. De plus, il y a un élément « 0 » | appelé « élément neutre » , dans G tel
que 0+ g = g + 0 pour tout g € G et chaque élément g € G a un inverse h € G tel
que h+g=g+h=0.

Définition A.2. [71] Groupe Abélien.

Un groupe G est dit Abélien si I'opération « + » est commutative.

Définition A.3. [71] Corps.
Un Corps est un ensemble () comprenant 2 éléments, « 0 » et « 1 » , combiné avec

2 opérations, « + » et « X » |, tel que

1. @ est un groupe abélien sous l'opération « + » , avec I’élément neutre « 0 » .
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2. Les éléments autres que « 0 » de @ forment un groupe abélien (ou « 1 » est

I’élément neutre) sous 'opération « X » .
3. La propriété a x (b+c¢) = a X b+ a x ¢ est valide.

Un corps est appelé corps fini, si () est un ensemble fini.

Les tableaux A.1 et A.2 montrent les tables d’opération pour « + » et « x » dans

[Fy. Le corps Fy est celui le plus utilisé dans cette these. Pour Fy, on a @ = {0, 1}

Tableau A.1 — Table de ’addition dans [F,

+ 101
0101
11110

Tableau A.2 — Table de la multiplication dans F,

x 101
0010
101

On peut construire le corps fini Fow de plusieurs fagons. Mais peu importe la
maniere, il existe toujours un isomorphisme entre celles-ci. Soit Fy[z], 'ensemble de
tous les polynomes a coefficients éléments de Fy. Si P(z) € Fy[z] est un polynéme de
degré w irréductible sur Fy et w > 1, alors on peut construire Fyw avec ’anneau de

polynomes Fy[z]/P(z), qui est l'espace des polynomes dans Fy[z] modulo P(z) [56].

Cette annexe contient plusieurs définitions relatives aux corps finis qui peuvent

étre trouvées dans [56].
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Définition A.4. Polynome irréductible.

Un polynome p(z) € Fy[z| est dit irréductible sur F, si p(z) est de degré positif et
p(z) = b(2)c(z) avec b(z), c(z) € F,[z] implique que soit b(z) ou ¢(z) est le polynome
1.

Définition A.5. Idéal.
Un sous-ensemble J d’un anneau R est appelé idéal si J est un sous-anneau de R et

pour tout a € Jetr€ Ryonaar € JetraecJ.

Définition A.6. Elément primitif.

Un générateur du groupe cyclique G — {0} est appelé élément primitif de G.

Définition A.7. Elément algébrique.
Soit K, un sous-corps de F'. Si 6 € F satisfait une équation non-triviale a,,0™ + - - - +
a10 + ag = 0 telle que les a; € K ne sont pas tous zéros, alors on dit que 6 est

algébrique sur K.

Définition A.8. Polynome minimal.
Soit K, un sous-corps de F'. Si 6 € F est algébrique sur K, alors le polynome monique
g(z) € K|z] unique qui génere l'idéal J = {f € K[z] : f(0) = 0} de K|z] est appelé

polynome minimal de 6 sur K.

Définition A.9. Polynome primitif dans F[z].
Un polynome f € F,[z] de degré m > 1 est dit primitif sur F, sil est le polynome

minimal d’un élément primitif.



Annexe B

Arithmétique dans Fouw

Cette section passe en revue I'arithmétique dans le corps fini Fow. Pour représenter
un élément dans Fayw, choisissons une base ordonnée (i, ..., 3,) de Fow sur Fy ot les
B; € Fouw,1 < i < w. Grace a cette base, n’importe quel élément a € Fyw peut étre

écrit comme une combinaison linéaire
a =01+ + by

ou a; € Fy, 1 <4 < w. Cette combinaison linéaire est unique puisque (31, ..., (3,) est
une base. A partir de cette combinaison linéaire, on peut associer le vecteur de bits
v = (a1,...,04)" & a. A noter que ce vecteur de bits dépend de la base ordonnée
choisie. Un avantage de cette représentation est la possibilité de manipuler facilement

les éléments de Fow sur ordinateur.

Il existe deux types de bases couramment utilisées dans la littérature : la base
polynomiale et la base normale. Soit M (z) = 2% + Y7 | @;2* " € Fy[z], un polynome
irréductible sur 5. Il existe un élément algébrique ¢ € Fow dont le polynéme minimal
sur [y est M(z). La base polynomiale définie par ¢ est (1,(,¢?,...,¢" ). Si chacune
des composantes de (¢, ¢2,¢%*,...,¢2""") sont linéairement indépendantes, alors celui-

ci constitue une base normale [56]. Si le polynéme M (z) est primitif (ou, de maniere
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équivalente, si ¢ est primitif), alors n’importe quel élément de o € Fouw, sauf le zéro,

peut étre représenté par (* pour une valeur de s.

La multiplication dans Fow est linéaire, ce qui veut dire qu’on peut effectuer la
multiplication par ¢ par une transformation linéaire 7" : Fow — Fow. En représentant
un élément de Fow par un vecteur de bits dans FY, la multiplication par ( se fait
par la multiplication par une matrice A.. Pour déterminer cette matrice A, il suffit
de trouver comment elle transforme les éléments de la base polynomiale. Soit e;,
le vecteur représentant I'élément ¢*~',i = 1,...,w. On observe que Ace; = €41
pour i = 1,...,w — 1. Puisque M(¢) = 0, on sait que ¢* = Y ", a;¢*"". Donc

Acey =a = (ay,...,a1).
On peut maintenant déduire que

n

La multiplication de n € Fouw par (* peut étre effectuée par une composition de
s transformations linéaires T" appliquées a 7. Soit & = > ;" | ;¢*~'. La multiplication
de 1 par £ se fait en multipliant sa représentation vectorielle par la matrice A, =

w —1
S AT
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Abstract

F2wStreams is a software package that implements random number generators based on linear
recurrences in the finite field IFow. Many streams of independant random numbers can be used for
each generator.
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1 Introduction

The random number generators included in this package are based on a linear recurrence in
the finite field with 2% elements, IFow. The recurrence is

Qn(z) = Zanl(Z) mod P(Z) (1)

where, for n > 0, ¢,(2) = ¢u12"' + -+ + gur € Fauw/P(2) and
P(z) =2" =) bz"" € Faul2]

=1

is the characteristic polynomial of the recurrence and the by, ..., b, are constants in o The
period of the recurrence is 2™ — 1 (maximal period) if and only if P(z) is primitive.

To produce random numbers from these recurrences, we need to represent the elements
of Fow with a given basis. The basis used in this package is the polynomial basis. Let
Q(z) € IFy[z] be an irreducible over IFy and ¢ € Faw be one of its roots. A polynomial
ordered basis is (1,(,...,¢%!). Under this basis, the recurrence (1) becomes

(qn,17 cee 7qn,r) - (Qn,27 s Qnry 0) + (Ab17 ce )Abr>qn,1 (2)

where q,,; € IF5 is a w-bit vector that represents g,; and A, is the matrix that performs
the multiplication by b; under the polynomial basis.

The state of this generator at iteration n is

Xn = (q’ml: ce aqn,'r‘)~

The output of the generator is obtained in two steps. The first one is the tempering. The
tempered state y,, is obtained by
Yn = Bx,,

where B is a L x k matrix and y,, = (3, ..., y{=1) is a L-bit vector. We obtain the output
by

In this package, we always use the values w = L = 32.

2 Streams

This package is designed so that a user can access many streams of pseudo-random numbers
from the same generator. Its design was strongly influenced by RngStreams [1], a similar
package but based on a different type of random number generator.



Let G = {uy,}n>0 be the sequence of numbers that a generator outputs, given a certain
seed I;. It can be divided in many subsequences called “streams”. Each stream 5;, i > 1,
comes from the sequence G' and is defined as

Sg - {SQ,TL}”ZO - {u(g—l)s-l—n}nZO

where s is the “inter-stream step”. Usually, this value of s is very large. It is large enough
so that any application would not come close to use more than s values. If it was not the
case, then a stream could use values of other streams and that is not desirable. The seed of
the generator that produces the sequence Sy is I,. Notice that G = 5.

A further division is possible. We divide the streams into “substreams”. They are defined
as

Tg,h - {tn}nZO - {Sg,(h—l)t-i-n}nZO - {u(g—1)5+(h—1)t+n}n20~

The value of t is also large enough such that any application does not come close to use t
values. Notice that T, ; = S, for all g > 1.

To use streams from this package, one must first create a generator. This generator will
become the “backbone” from which streams are created. To determine the sequence G, the
user can choose a seed for the generator with the function F2wStreams_setPackageState ().
If it is not called, then a default seed is given to the generator. Once the seed is chosen (or
not), he can create streams. See the description of the package F2wStreams for the different
functions that manipulate the streams. The substreams are not to be created. Once a stream
is created, the stream is set to the start of the first substream. The user can advance to the
next substream with the function F2wStreams_resetNextSubstream().

For a given stream .S, there are four seeds that are of interest: I, By, N4, C;. The seed
I, is the seed of the start of the g-th stream. It can be user defined or set to a default value.
The seed B, is the seed of the start of the current substream. The seed N, is the start of
the next substream. Finally, the seed C, is the current state (seed) of the stream. In the
description of the package, we use the words “seed” and “state” to designate the state of the
generator.

3 A simple example

The figure 1 shows a program that produces random numbers using two streams coming
from the same generator.



#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include"F2wStreams.h"
#include"F2wGenerator.h"
#include"F2wGenST .h"

int main(void){
double uniform;
F2wGenerator *G;
F2wStream *S1,*S2;
int i;
G = F2wGenST_CreateNO(1);
S1 = F2uStreams_Create (G);
F2wStreams_WriteState(S1);
for(i=0;i<25;i++)

printf ("%f\n", F2wStreams_U01(S1));

F2wStreams_WriteState(S1);

S2 = F2wStreams_Create (G);
F2wStreams_WriteState(S2);

for(i=0;i<25;i++){
uniform = F2wStreams_U01(S2);
printf ("%f\n" ,uniform) ;

F2wStreams_WriteState(S2);
F2wStreams_Delete(S1);
F2wStreams_Delete(S2);
F2wGenerator_Delete(G) ;

return O;

Figure 1: Example of a program that uses streams.




APPENDIX

A. Functional definitions

of the modules in F2wStreams



F2wStreams

This module implements the functions that manipulate the streams.

#include "F2wGenerator.h"

typedef struct stream {
F2wGenerator *BackBoneGen;
F2wElement *statel;
F2wElement *stateC;
F2wElement *stateB;
F2wElement *statel;
char anti;
char descriptor[100];
int 1;
int r;

} F2wStream;

This type contains the information needed by a stream. The pointer BackBoneGen points to
the backbone generator of the stream. The arrays statel, stateC, stateB and stateN contain
the seeds I,, Cy, By and Ny The flag anti indicates if antithetic variables must be output.
The string descriptor identifies the stream. The variable r is the degree r of the caracteristic
polynomial over IFow of the recurrence on which the generator is based.

F2wStream* F2wStreams_CreateWithDesc ( F2wGenerator *F2wGen,

char descriptor[100]
)

Function that creates a stream with the generator pointed by F2wGen. The string descriptor
is used to identify the stream.

F2wStream* F2wStreams_Create ( F2wGenerator *F2wGen
Function that creates a stream with the generator pointed by F2wGen. The string “# g” is given
as the descriptor for the g-th stream created.

void F2wStreams_Delete ( F2wStream *S
);

Function that deletes the stream pointed by S.

void F2wStreams_resetStartStream ( F2wStream *S

);
Function that reset the current state to the start of the current stream. In other words, it sets
Cy to 1.
void F2wStreams_resetStartSubstream ( F2wStream *S

):

Function that reset the current state to the start of the current substream. In other words, it
sets Cy to B,.
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void F2wStreams_resetNextSubstream ( F2wStream *S

)
Function that sets the current state to the start of the next substream (it sets Cy and By to
Ny).

void F2wStreams_setAntithetic ( F2wStream %S,
char a

)

Function that sets the flag anti of the F2wStream pointed by S. If a is 0, then uniform random
variables are outputted, otherwise, antithetic uniform random variables are outputted.

void F2wStreams_setState ( F2wStream *S ,
F2wElement *state

b

Function that sets the seeds I,, By, C,4 to the seed given by the array state.

void F2wStreams_getState ( F2wStream *S ,
F2wElement *state

I

Function that puts in the array state the value of the current state C,.

void F2wStreams_WriteState ( F2wStream *S
)

Function that writes to the standard output the value of the current state C.

void F2wStreams_WriteFullState ( F2wStream *S
) .

I

Function that writes to the standard output the value of the current state Cg, the intitial state
I, and the seed of the current substream B,.

double F2wStreams_UO1 ( F2wStream *S
)
Function that returns a uniform random variable (or an antithetic uniform random variable if
S->anti is set to 1) from the interval [0, 1).

int F2wStreams_randInt ( F2wStream *Gen,
int i,
int j
);

Function that returns a uniform random variable (or an antithetic uniform random variable if
S->anti is set to 1) from the the set {i,...,5}. It makes one call to F2wStreams_U01().



F2wGenST

This module implements generators. The name F2wGenST refers to generators that use Small
Tables (ST) to implement the multiplications by the coefficients b;. The technique used is
explained in [2], in which it is referred to as the “second method” of implementation. The
implementation in language C is also explained in [2].

This implementation deals with the case where
P(z)=2" —b4z2' — b2 — b,
where b,_, can be zero or not.

At the output, a Matsumoto-Kurita tempering is applied. It is done in the following fashion:

Yn < truncss(x,)
Yo — Yn@®(yn<7)&Db)

where truncss(x,,) returns only the 32 most significant bits of x,,, @ is a bit-to-bit XOR, &
is a bit-to-bit AND and (y, < s) shifts the vector y,, s positions to the left.

The best way to use this module is to create a generator with the function F2wGenST_CreateN0().
It creates one of the generator of Table 1. This table is stored in the file F2wGenST.dat.

typedef struct generator {
int r;
int t;
int q;
unsigned int modQ;
F2wElement BRminusT;
F2wElement BRminusQ;
F2wElement BR;
F2wElement *tabBRmT;
F2wElement *tabBRm(Q;
F2wElement *tabBR;
int tO0,t1;
int q0,ql;
int r0,r1;
unsigned int temper_b;
unsigned int temper_c;
int sizetable;

} F2wGenST;

This type holds the data necessary for the implementation of the generators. The values r, t and
q are the values r, t and g. The variable modQ holds the polynomial Q(z). The values BRminusT,
BRminusQ and BR contain the coefficients b,_;, b,_; and b,. The 32-bit vectors temper_b and
temper_c contain the vectors b and c¢. The other variables are initialized with the function
F2wGenST_Create () and concern the implementation.
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Table 1: Generators of periods 280 — 1, r = 25, w = 32

’ No ‘ r ‘ t q ‘ b,_; b,_, b, ‘ Q(2) ‘ b c

size of tables 23

1 25111 — | 30000000 — 50000000 | e307bcOe | £7b31a80 af530001
2 25|11 — | 30000000 — 50000000 | e307bcOe | £Obal601 ab4b0000
3 25|14 — | 60000000 — 30000000 | e307bcOe | cd1al1000 8dc70001
size of tables 27

4 125|111 — | 05000000 — 12000000 | £282ea95 | a6ea0881 4de58000
5 | 25114 — | 11000000 — 18000000 | £282ea95 | e18e4881 2d5f8001
6 [2519 — | 09000000 — 28000000 | £282ea95 | fa3cc981 6c£88000
7 25116 — | 81000000 — 18000000 | £282ea95 | £7660f01 3fec0000
8 12519 — | 22000000 — 11000000 | £282ea95 | b££09280 59ca0000
9 12519 — | 60000000 — 28000000 | £282ea95 | 2e89a401 de278000
size of tables 23

10 | 25121 6 | 30000000 c0O000000 a0000000 | e397e5c4 | 994aa401 5a9d8001
11 | 25113 6 | cO000000 30000000 a0000000 | e397e5c4 | 9475ce01 e7ed0001
12 125119 7 | cO000000 60000000 90000000 | e397e5c4 | b3965001 2b6c8001
13 {25119 4 | 30000000 50000000 90000000 | e397e5c4 | 366ac280 e7750001
14 | 25|18 & | 60000000 90000000 50000000 | e397e5cd | e2171580 9bd98001
15 125113 11 | a0000000 60000000 50000000 | e397e5c4 | d9769501 6ae58001
size of tables 27

16 | 25 | 18 13 | 42000000 21000000 50000000 | 9£f1£0184 | c19ee400 7e778000
17 {25113 5 | 12000000 28000000 06000000 | 9f1f0184 | 9e60e080 736b0000
18 | 25121 12 | 60000000 48000000 09000000 | 9£f1£f0184 | ce20b000 785a8000
19 | 25121 12 | 60000000 48000000 09000000 | 9f1£f0184 | 68090201 ¢3cf8001
20 | 25| 16 10 | 82000000 24000000 48000000 | 9f1£f0184 | 26£c4000 69570000
21 125120 9 | 05000000 06000000 41000000 | 9£f1£f0184 | 8d868001 505c8001

F2wGenerator* F2wGenST_Create ( int r,
int t,
int q,

F2wElement BR,

F2wElement BRminusT,
F2wElement BRminusQ,
unsigned int M ,
unsigned int temper_b,
unsigned int temper_c,
int sizetable

)

Function that creates a F2wGenerator with specific parameters. A user not familiar with this
type of generator should use a function of the type F2wGenST_CreateNO().
sizetable indicates that the implementation will use tables of size

2sizetab1e

The argument



F2wGenST

void F2wGenST_Delete ( F2wGenerator *Gen
);

Function that deletes a F2wGenerator created with the function F2wGenST_Create.

F2wGenerator* F2wGenST_CreateNO ( int number

b

Same function as F2wGenST_Create(). It creates the generator #number from Table 1.

11
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F2wPolynomial

This module implements the arithmetic in Fow and Faw[z]/P(2) where w = 32. It is used
by the other modules to compute the state of the generator 2¢ steps ahead in the recurrence
(1). The elements of IFyw are represented with the polynomial basis (1,(,...,¢" ) where ¢
is a generator of [Fow. Let Q(z) be the minimal polynomial of ¢ over IFs.

The Type F2wPolynomial is used to store a polynomial P(z) € Fow[z]. The degree of the
polynomial is . The type F2wElement represents an element of IFow under the polynomial
basis. It is a vector of w = 32 bits where the least significant bit represents 1 = (° and
the most significant bit represents (3!. The type F2wPzElement represents an element & of
Foulz]/P(2). Let £ = & + &z + -+ -+ 32231, The array that represents € is [£1, . .., &32]. The
type F2wPzElement is an array of F2wElement’s.

A normal user should not have to use any of these functions.

#define F2w_W 32
F2w_W is the value of w for IFow. It is set to 32.

typedef unsigned int F2wElement;
typedef unsigned int *F2wPzElement;

typedef struct polyf2wZ{
int r;
F2wElement *coeff;
int *nocoeff;
unsigned int modQ;
int nbcoeff;
F2wElement zeta_i[ F2w_W ];
F2wPzElement *z_i;
} F2wPolynomial;

This type is used to represent a monic polynomial P(z) = 2" — >, b;2" % in Fow|[2]. The
degree of the polynomial is r and the number of non zero b;’s is nbcoeff. The polynomial
Q(z) is represented by the 32-bit vector modQ. Notice that the coefficient 232 of Q(z) is not
represented in modQ. The polynomial P(z) is

nbcoeff

ST Z Coeff[i]znocoeff[i]‘
=0

The array zeta_i contains in zeta_i[] the value ¢(% and the array z_i contains in z_i [i] the
value z* mod P(z). These arrays are used to make the computations faster.

F2wPolynomial* F2wPolynomial_Create ( int r,
int nbcoeff,
F2wElement *coeff,
int *nocoeff,
unsigned int modQ

)
Function that creates a polynomial P(z) € IFauw|[z].



F2wPolynomial

void F2wPolynomial_Delete ( F2wPolynomial *P
);

Function that deletes the polynomial P(z) € Fow[z] pointed by P.

F2wPzElement F2wPolynomial_CreateF2wPzElement ( F2wPolynomial *P
);

Function that creates a F2wPzElement (i.e. an element of Fouw[z]/P(2)).

void F2wPolynomial_DeleteF2wPzElement ( F2wPzElement elem
)

Function that deletes a F2wPzElement.

F2wElement F2wPolynomial _multiply ( F2wElement alpha,
F2wElement beta,
F2wPolynomial *P

I

Function that returns the result of the multiplication alpha * beta in Fow.

void F2wPolynomial Multiplybyz ( F2wPzElement res ,
F2wPzElement beta,
F2wPolynomial *P

);

Function that puts into res the result of z times beta in Fouw/P(2).

void F2wPolynomial Multiply ( F2wPzElement res,
F2wPzElement alpha,
F2wPzElement beta,
F2wPolynomial *P

3

Function that puts into res the result of the multiplication beta * alpha in Fouw/P(2).

void F2wPolynomial_ ExponF2wP ( F2wPzElement res,
F2wPzElement beta ,
int d,
) F2wPolynomial *P

Function that puts into res the result of beta?" in Fouw /P(2).

13
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F2wGenerator

This module is used to manage the backbone generators. In this package, there is no im-
plementation of generators. The implementations can vary and they are found in other
modules like F2wGenST. A variable of type F2wGenerator holds all the information needed
by a generator to create streams

A normal user should not have to use any of these functions.

#include"F2wPolynomial.h"

struct stream;
typedef struct f2wgen{
F2wPolynomial *P;

void *ParamGenerator;
void (#*DeleteParamsGenerator) (struct f2wgen * );
double (*functionU01) (struct stream *);

F2wPzElement multNextSubstream;
F2wPzElement multNextStream;
F2wElement *NextStream;
int nbstream;

} F2wGenerator;
This type stores all the data of a backbone generator. The polynomial pointed by P contains
the caracteristic polynomial of the generator. The pointer ParamGenerator points to a struc-
ture that hold the parameters of a specific implementation of the generator. For example, it
can point to a variable of type F2wGenST. The pointers to functions DeleteParamsGenerator,
functionU01 point to functions that are related to the specific implementation of the genera-
tor. The function pointed by DeleteParamsGenerator deallocates the memory taken by the
structure pointed by ParamGenerator. The function pointed by functionU01 is the function
that is used to produced random numbers and depend on the implementation. The variable
multNextStream (multNextSubstream) contains the value in IFow[z]/P(z) that the state must
be multiplied with in order to advance to the next stream (substream). The array NextStream
is the initial state for the next stream to be created with this generator and nbstream is the
number of streams created with this generator.

F2wGenerator* F2wGenerator_Create(

void *ParamGen,

F2wPolynomial *P,

void (¥DeleteParamsGenerator) (F2wGenerator * ),

double (*functionU01) (struct streamx ),

void (x*functionU01Vector) (struct stream* , double *),
int VectorSize,

int NextStreamStep,

int NextSubStreamStep

);

Function that creates a F2wGenerator. The parameter NextStreamStep indicates that the start
of consecutive streams will be 2VextStreanStep jtorations apart and NextSubStreamStep indicates
that the start of consecutive substreams will be 2NextSubStreanStep jtorations apart.

void F2wGenerator_Delete ( F2wGenerator *F2wGen

I

Function that deletes a F2wGenerator.
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void F2wGenerator_setPackageState( F2wGenerator *F2wGen,
F2wElement *state

) )

Function that sets the initial seed of the generator pointed by F2wGen. It will be the seed I for
the first stream created with the generator pointed by F2wGen.
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